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Resumen En este articulo se presentan resultados numéricos de la implementacién de un esquema de
aproximacion para problemas de programacion lineal infinita. En particular, este esquema es aplicado al
Problema de Transferencia de Masas de Monge-Kantorovich. Se ilustra el esquema con ejemplos en el intervalo
[0,1], los cuales tienen solucién exacta, lo cual permite comparar los resultados del esquema.
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Introduccion

En 1781 el matemaético francés Gaspard Monge planted
el problema de transferencia de masas, el cual consiste en en-
contrar un plan 6ptimo de transporte para mover un monticulo
de tierra a un hoyo. Para ello, Monge dividié el monticulo
en granos de tierra, asi el problema se redujo a encontrar una
funcién que proporcionara la posicién del granito en el hoyo.
Hoy, esto es conocido como el Problema de Monge y la fun-
cién de transferencia se conoce como acoplamiento 6ptimo
[19].

Mas tarde, en 1942 el matematico ruso Leonid V. Kanto-
rovich estudié el Problema de Translocacién de Masas [14],
el cual consiste en minimizar el trabajo de translocacién del
movimiento de una distribucién de masa inicial a una distri-
bucién de masa final. Para su estudio Kantorovich considerd
espacios métricos compactos, conjuntos de Borel y una fun-
cién de costo no negativa. Posteriormente, en 1948 observé
que si en el Problema de Translocacidon se consideraba a la
funcién de costo como la distancia, este resultaba una ge-
neralizacion del Problema de Monge [15], desde entonces a
este problema se conoce como el Problema de Transferencia
de Masas de Monge-Kantorovich. Este es un problema muy
conocido en diferentes areas como: Probabilidad, Analisis
Funcional, Geometria Diferencial, Estadistica, Economia, Sis-
tema Dindmicos, Computacién [20]. Entre las aplicaciones
mads importantes que tiene el Problema de Transferencia de
Masas podemos mencionar a la métrica de Kantorovich [20],
en los dltimos afios la métrica se ha empleado para registro de
imagenes [11] y control de radioterapia de cancer [12].

La métrica de Kantorovich también ha sido empleada pa-
ra comparar imédgenes [13], a una imagen digitalizada se le
puede asociar una funcidn de distribucién de probabilidad y
esta a su vez una medida de probabilidad. Por lo tanto, para
comparar imagenes se requiere de una métrica probabilistica,
sin embargo, calcular numéricamente esta métrica no ha sido

una tarea sencilla. Por ejemplo, la métrica de Kantorovich
es un problema complicado de resolver, en virtud que es un
problema de optimizacién en espacios de medidas. En la li-
teratura existen algoritmos de aproximacién que se pueden
emplear para la métrica de Kantorovich, como en [9], donde se
desarrolla un algoritmo numérico para aproximar el valor del
Problema de Transferencia de Masas en espacios compactos.
Diversos autores han estudiado esquemas de aproximacién
para el Problema de Transferencia de Masas, por ejemplo
Hernandez-Lerma y Lasserre proponen en [16] un esquema
de aproximacidn general basado en problemas de programa-
cion lineal infinita, el cual se puede aplicar a un problema de
control de Markov, programacién semi-infinita y al proble-
ma de transferencia de masas, entre otros esquemas para el
Problema de Transferencia de Masas han sido estudiados por
Benamou y Brenier [6], Caffarelli [8], Benamou [5] y Guittet
[10]. Recientemente por Bocs [7] y Mérigot [18].

1. El Problema de Transferencia de
Masas de Monge-Kantorovich

Sean 2"y % dos espacios métricos compactos, con ¢ —alge-
bras de Borel B(2") y B(%/) respectivamente, consideremos
ademds una funcion medible definidaen ¢ : 2" x % — R,
tomemos medidas de probabilidad vi en 2"y vy en &, y
una medida de probabilidad u en 2" x %/, denotamos por
IT;u y I u las marginales o proyecciones de wen 'y &/,
respectivamente. Entonces el problema de transferencia de
masas MT estd definido por

MT : Minimizar (i,c) ::/cd[.l,, e))

sujeto a:

Mu=vy, Ihpg=v,, u>0. (2)
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Con su respectivo problema dual

MT* : Maximizar / fidvy + / frdvy
Y

sujeto a:
fl(x)+f2(y) SC(X,y), (3)
donde fi : & >Ry fo: % = R.
Ver [16].

Diremos que u es una solucién factible para el problema
MT si satisface las restricciones (1), ademas se dice que el
programa es consistente si tiene al menos una solucion factible.
El programa es soluble si existe una solucion factible que
alcanza su valor 6ptimo. En la literatura una de las hipédtesis
requeridas para que el problema sea soluble es la presentado
a continuacion.

Suposicion 1 (a) El programa P es consistente.

(b) El programa PP tiene una solucién factible xp con
(x0,¢) > 0y, més adn, el conjunto

20 = {)C EX+‘<X,C> < <X0,C>}
es débilmente, secuencialmente compacto.

Ver [16].

Decimos que no hay abertura de dualidad, si el valor del
programa primal y el valor del programa dual coinciden. Al-
gunos ejemplos, donde se cumple esta condicidn se pueden
veren [1].

Teorema 1 Si la Suposicion 1 se cumple, entonces

(a) Pesun programa soluble.
(b) No hay abertura de dualidad.

Ver [16].

2. Esquema de Aproximacion

El esquema mostrado a continuacién es una aplicacién del
propuesto en [16], el cual consiste de tres pasos: el primero nos
asegurard que el programa de programacion lineal infinita es
soluble, después se agregan restricciones finitas al programa y
se relajan las restricciones, finalmente se discretiza la variable
de interés.

Denotemos como sp(E) al espacio generado por el con-
junto E, el cual es un subconjunto de un espacio vectorial, y
coc(E) es el cono convexo generado por E.

Requerimos lo siguiente:

Suposicion 2
(a) X yY son espacios métricos compactos.

(b) La funcién c(x,y) es continua.

Ver [9]

Consideremos X =Y = [0, 1], ademés (2, %)y (2, #)
dos parejas duales, tal que 2" =M ([0, 1] x [0,1]), # =C([0,1] x
0,1)), 2 = (M(0,1)) x M(0,1]))y # = (C([0.1]) x C([0.1])),
donde M([0, 1]) es el espacio vectorial de las medidas signa-
das en [0,1], y C([0,1]) es el espacio de funciones continuas
en [0, 1].

Denotamos M ([0, 1]) el cono positivo definido como

M. ([0,1]) == {u € M([0, 1])[u = 0},

Ml([O’ 1]) = {.u € M([O> 1])+|.u([07 ID = 1}7

la familia de medidas de probabilidad.

Como [0, 1] es un espacio métrico compacto, 2" es el dual
topoldgico de %, asi M;([0,1] x [0,1]) es secuncialmente
compacto en la topologia débil o — (:27,%/), lo cual implica
que la Suposicién 1 se cumple. Ademds, el espacio # =
C(]0,1]) x C(]0,1]) es separable.

Sea W.. un subconjunto denso numerable de %, y sea
{W}.} una sucesién creciente de conjuntos finitos tal Wy, T We.

Para cada k, consideremos la agregacion

MT (W) : Minimizar (u,c) ::/cd/.t,
sujeto a:

<(”1H>7T2N)*(V1»V2)7Wk> =0 4)
Vg i= (Wi, wh) €W, y e M (0,1] x [0,1].

Abhora, las restricciones de igualdad serdn relajadas a de-
sigualdades. Sea {&} una sucesién de niimeros positivos tal
que & | 0. Entonces para cada k = 1,2,... consideramos el
siguiente problema en programacién lineal infinita

MT (W, &) : Minimizar (u,c),
sujeto a:

[((mu, mp) — (vi,v2),wi)| < & (5)
Vwi € W, y H€M+([O»1]X[O71]

Finalmente, sea X{ un subconjunto denso numerable de
2y =M([0,1] x [0,1])+, y {X,} una sucesién creciente de
conjuntos finitos, tal que X,, T X7. Consideremos el programa
en programacion lineal finita

MT := MT(X,,W;,&): Minimizar Zn*lx<u,c>,
X

sujeto a:

n*

‘<Z(”l“vﬂ2#)—(V17V2)7Wk>' < & (6)

X

Vwi € W, “EM+([051]X[071] y n = |Xn|
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A continuacion se realizard la implementacion del esque-
ma. Sea X =Y = [0, 1] con la topologia usual, y v|,v» =m
la media de Lebesque. Consideremos las siguientes parejas
duales (2,9 )y (Z.,%).

Ademéds, consideremos los siguientes conjuntos

k k
sz{B,,Bj

B, e{B’g,B’f,...,B’;}},

donde Bf denota un polinomio de Berstein de grado k, el cual
satisface

B = (ot [ o=

o

U sp{Wx} es débilmente denso en C([0,1]) x
k=1
C([0,1]), y la cardinalidad del conjunto W es (k+ 1)

Para cada n € N, consideremos el siguiente conjunto

X, = {s(a,b) ()} ’

de medidas de Dirac, paraa 'y b en

J : n
{2" con j=0,...,2 },

Entonces, 27" := U,_ coc(X,) es débilmente denso en
2,y la cardinalidad del conjunto X, es 22" Entonces, el
esquema de aproximacién es

Luego, W, :=

MT : Minimizar Y’ A(4p)C(ap), )
a,b

sujeto a: -

P B@+B®)| < rre ®

Z)’ub [ +B’<<b)} ﬁzﬁs, ©)

donde Clap) = c(a,b).

Teorema 2 Si la Suposicion 1 se cumple, entonces para cada
k existe n(k) tal que para cada n > n(k), MT(X,, W, €)
es soluble y

min MT (W, &) < min MT(X,,, Wy, &) < min MT + &.
Ver [16].

3. Ejemplos Numéricos

A continuacién mostramos ejemplos a los cuales le apli-
camos el esquema , estos fueron tomados de [2], de los cuales
se conoce el valor 6ptimo del programa.

Ejemplo 1 Consideremos la funcién de costo c¢(a,b) = ab(a—
b), en el Problema de Transferencia de Masas, que sabe-

9
mos tiene valor éptimo ~ 756 ~ —0,03515625 y tiene

soporte en el conjunto

Graph(g) = {(,¢(2))|t € [0,1]},
con
Tvr if 0<r<3,
gt) =
-t if 2<e<1,
consideramos & = L
y . k 10”_2\/E-

Variamos el pardmetro k desde 2 a 9, y para cada k
movemos a n desde 4 a 9. De lo cual obtuvimos los
siguientes resultados, los cuales indican los errores de
aproximacion del esquema al valor 6ptimo del progra-

ma.
n=4 n=>5
k=2 | 0,017380600 | 0,0176040700
k=3 0,011528550 | 0,0108222500
k=4 | 0,004827046 | 0,0026806390
k=151 0,004427841 | 0,0020611890
k=6 | 0,003936912 | 0,0019239340
k=7 0,002954513 | 0,0009981689
k=28 | 0,002777794 | 0,0009861557
k=9 | 0,002719209 | 0,0009109657
n==o6 n="7
k=2 ] 0,01890373000 | 0,019683010
k=31 0,01139729000 | 0,011758030
k=4 | 0,00247768000 | 0,002455755
k=5 0,00186624500 | 0,001852651
k=6 | 0,00183779700 | 0,001826349
k=7 | 0,00081778760 | 0,0008197949
k=8 | 0,00098615560 | 0,0008114302
k=9 | 0,00069509160 | 0,0006775082
n=2=8 n=9

k=2 | 0,0200872300 | 0,0202909700
k=3 0,0119523300 | 0,0120497000
k=4 | 0,0024566440 | 0,0024564520
k=51 0,0018515210 | 0,0018524900
k=6 | 0,0018300650 | 0,0018318280
k=7 | 0,0008302774 | 0,0008358459
k=8 | 0,0008186530 | 0,0008224715
k=9 | 0,0006760644 | 0,0006761160

De los resultados obtenidos por el esquema, por ca-

da fila se muestra el mejor resultado, y por cada con-

junto de datos se muestra el mejor resultado del es-

quema, el cual se obtuvo en k =9 y n = 8. Con un

error de 0,0006760644 y cuyo valor de aproximacién
—0,03583231.
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Figura 1. Soporte de la solucién 6ptima a MT conk =9y
n=38.

La Figura 1 muestra la grifica del soporte solucién y
los puntos rojos muestran el soporte para la medida de
aproximaciénenelcason =8y k=9.

Ejemplo 2 Consideremos la funcién de costo c¢(a,b) = (2b—
a—1)%(2b —a)?, en el Problema de Transferencia de
Masas, sabemos que tiene valor éptimo 0 y soporte en
el conjunto

Graph(h) = {(z,h(t))|t € [0, 1]},
con i :[0,1] x [0,1] tal que

h(r) =

: n
y consideramos &; 1001 — 2K
Variamos el parametro k desde 2 a 10, y para cada k
movemos a n desde 4 a 10. De lo cual obtuvimos los
siguientes resultados, los cuales indican los errores de
aproximacion del esquema al valor 6ptimo del progra-

ma.
n=>5 n==6
k=2 | 0,0002363199 | 0,00006007883
k=3 | 0,0002362977 | 0,00006007827
k=4 | 0,0002362751 | 0,00006007770
k=5 | 0,0002362534 | 0,00006007715
k=6 | 0,0002362328 | 0,00006007662
k=7 | 0,0002362132 | 0,00006007975
k=28 | 0,0002361945 | 0,00006007689
k=9 | 0,0002361778 | 0,00006007810
k=10 | 0,0002361673 | 0,00006007816

n="7 n=2_8
k=2 | 0,00001513965 | 0,0000037998070
k=3 0,00001513964 | 0,0000037998060
k=4 | 0,00001513962 | 0,0000037998065
k=5 0,00001513961 | 0,0000038160170
k=6 | 0,00001516782 | 0,0000038280000
k=17 0,00001528733 | 0,0000038113430
k=38 0,00001529179 | 0,0000038179810
k=9 0,00001516529 | 0,0000038174210
k=10 | 0,00001527237 | 0,0000038147230
n=9 n=10
k=2 | 0,0000009518125 | 0,0000002381858
k=3 0,0000009518126 | 0,0000002384716
k=4 | 0,0000009523129 | 0,0000002382365
k=5 0,0000009530545 | 0,0000002384016
k=6 | 0,0000009520117 | 0,0000002383636
k=17 0,0000009528386 | 0,0000002383380
k=28 0,0000009531212 | 0,0000002384158
k=9 0,0000009537839 | 0,0000002384849
k=10 | 0,0000009540616 | 0,0000002384848

De los resultados obtenidos por el esquema, por cada
fila se muestra el mejor resultado, y por cada conjunto
de datos se muestra el mejor resultado del esquema,
el cual se obtuvo en k = 10 y n = 10. Con un error
de 0,0000002384848 y cuyo valor de aproximacién es
0,0000002384848.

1.0

08

0.8

04

02

T T T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0

0.0

s
Figura 2. Soporte de la solucién éptima a MT conk =10y
n=10.

La Figura 2 muestra la grafica del soporte solucién y
los puntos rojos muestran el soporte para la medida de
aproximacién en el cason = 10y k = 10.
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4. Conclusiones

La aplicacion del esquema propuesto en [16], al Problema
de Transferencia de Masas de Monge-Kantorovich es eficien-
te, y el tiempo computacional es corto, pero los valores de los
pardmetros estdn limitados por la capacidad de la computado-
ra, ya que el nimero de variables es muy grande, incluso si
n'y k son pequefios. Una continuacién a este esquema seria
aplicar una meta-heuristica con el fin de reducir el ndmero
de variables y asi aumentar los valores de n y k para obtener
una mejor aproximaciéon. Ademads de encontrar un orden de
convergencia.
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