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Resumen En el presente trabajo es planteada la ecuacion del calor con condiciones de contacto imperfecto,
para luego obtener un esquema en diferencias finitas que aproxime al problema previamente presentado. Es
analizada la consistencia, estabilidad y convergencia del método utilizado, para luego discutir algunos ejemplos.

Abstract The heat equation with non-perfect contact conditions is stated, and then, a finite difference scheme
is obtained in order to approximate it. Consistency, stability and convergence is studied and some examples are
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Introduccion

La ecuacién del calor, acoplada con determinadas con-
diciones de contacto (que puede ser perfecto o imperfecto),
aparece en el estudio de la transmisién del calor por regiones
compuestas por materiales de distintas propiedades, asi como
en otros problemas de la mecdnica de sélidos.

Esta diferencia de propiedades puede ser modelada a
través de condiciones de discontinuidad. Diversos articulos
han estudiado este tipo de problemas mediante un enfoque
numérico. En [?] y [?] se abordan problemas que presentan
discontinuidades mediante el método de Elementos Finitos.
El mfodo de las Diferencias Finitas, el cual sera abordado en
el presente documento, fue utilizado en [?] para resolver las
ecuaciones de Maxwell en el dominio del tiempo, en [?] y
[?] es considerado un sistema de ecuaciones con coeficien-
tes dependientes de variables temporales y espaciales, con
condiciones de discontinuidad, en una y dos dimensiones
respectivamente.

A continuacién serd planteada la ecuacién que modela
un problema estacionario de conduccién del calor, en el ca-

so unidimensional con condiciones de contacto imperfecto.
Mas adelante, en la Seccion 1, el método de las diferencias
finitas es aplicado al problema previamente obtenido. En la
Seccion 2 se analizard la consistencia y estabilidad del méto-
do, asi como la convergencia de la solucién numérica a la
solucién exacta. Finalmente en la Seccién 3 son presentados
y discutidos algunos ejemplos.

0.1 Obtencion de la ecuacion del calor

La ecuacién del calor con conveccion viene dada por la
expresion

d
d—u—V-(aVu)—l—b-Vu—i—cu:fen Q, donde c=V-b.

dt
ey
La deduccion de esta ecuacion a partir de una ley de conserva-
cién y varias relaciones constitutivas puede ser encontrada en
la introduccién de [3]. Para el caso de un problema estaciona-
rio (independiente del tiempo), unidimensional (por ejemplo,
el problema de conduccién del calor sobre una barra metdlica),
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donde b = 0, la ecuacién (1) queda reducida a

d
dg

En dicho caso Q seria un intervalo. Si ademads se considera
que la barra esta conformada por secciones, cada una de dife-
rente material, y por lo tanto, con diferentes propiedades, en
cada uno de los puntos de enlace de dichas secciones deben
cumplirse condiciones del tipo Robin

du
az
dég

donde x es un coeficiente de transferencia de calor. Es decir,
sobre los enlaces se considerard el flujo proporcional a la
diferencia entre las temperaturas de las secciones en cuestion.
Ademas se considerard que el flujo se mantiene constante
sobre los puntos de enlace. Denotando como & los puntos de
encuentro de dos secciones consecutivas, estas condiciones
quedan como

(a(é)%u) =f, en Q. )

+xk(ut —u") =0,

a(é)gﬂ(é) -

= Befu(S)]g ©)

&) fgu)], =0 @

Las constantes f3; son conocidas como nimeros de Biot. Para
las condiciones de frontera, que en el caso unidimensional
seran dadas sobre los puntos extremos de Q, seran seleccio-
nadas condiciones de Dirichlet, u(&y) = uo y u(§s) = uy. De
este modo, con la ecuacién (2) junto con las condiciones (3) y
(4), ademds de las condiciones de frontera, queda establecido
el problema a tratar numéricamente por el método de las dife-
rencias finitas.

Bajo determinadas condiciones de diferenciabilidad de las
funciones a(&) y f(§), y de positividad de a(&), el problema
(2)-(4) posee solucién diferenciable hasta determinado orden,
cuya expresi6n analitica, para & € (&;,&j41), es

u(§) =

71
a(s
50(

/f dt—c)ds iﬁ /f d&j—c)+u0,

Q)]
con
¢ I &
[”f—u0+<$<g{f(s)ds)>+i)::l,Tgf f(&)dE
Cc = 7 5
)+ L )
donde

Esta expresion de u(&) garantiza su acotacion, asi como la de
sus derivadas.

Noétese que las integrales presentes en (5) podrian no ser
expresables en términos de funciones elementales, lo cual re-
presenta otro factor para analizar numéricamente el problema

(2)-4).

1. Obtencion del sistema de ecuaciones
lineales para el problema con
condiciones de discontinuidad
1.1 Formulacion del problema

Sean {&};_, nimeros reales tales que

§0=0<§1<§2<...

Sean ademis f(&)y
ferenciables para todo & €
satisfaciendo la desigualdad

<& <&a=1L

a(&) funciones reales infinitamente di-

[éia€i+l]’ i=0,...,], con a(é)

O<ap<alé) <o

(donde o y a; son constantes reales). Considérese también
el operador contraste definido como

[F (5)]]5,—5111;1’(5)—5132}(5)-

El objetivo perseguido es aplicar el método de las diferencias
finitas al problema

(%) @ gea -0\ &) ©
(é)jg = Bl @

con las condiciones de frontera u(0) =ty y u(1) = t;, donde
to,t1,Bi € R, By > O paratodo k=1,...,1.

1.2 Simplificacién del problema

Para abordar el problema numéricamente, resultaria pro-
vechoso que los puntos de discontinuidad formaran parte de
la malla que sera seleccionada, para de este modo utilizar la
informacién brindada por las condiciones (7)-(8). Esto impe-
dirfa en muchos casos que dicha malla forme una red uniforme.
La demostracion de este hecho serd dada a continuacion:
Sea & un punto del intervalo (0,1). Suponiendo que existe
una red uniforme de dicho intervalo, que contiene a é en-
tonces existen naturales p y g, y un nimero real A, tal que
ph= é y gh = 1, consecuentemente, é puede ser expresado
como &) = p/q. Esta expresion conduce a una contradiccion
en el caso en que é sea irracional. En conclusién, dado un
conjunto de ndmeros reales en el intervalo (0, 1), no siempre
es posible encontrar una red uniforme que contenga a dichos
puntos como nodos.
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Trabajar con una malla uniforme, simplifica enormemente las  De este modo, ha sido demostrado que el problema (6)-(8)
expresiones obtenidas para las aproximaciones de las deriva-  siempre puede ser reducido a un problema de la forma
das de las funciones en cuestion. Por esta razon serd mostrado

a continuacién como transformar el problema (6)-(8), donde _i (al (x) %) = fi(x), x€Q* = (0,1)\ {x; = L},
los puntos de discontinuidad no son equidistantes entre si, en dx dx [+1

un problema equivalente donde los puntos de discontinuidad ©
formen una red uniforme. duy

Para ello considérese la funcién g(x), lineal por tramos y con- ai(x) dx X =Bl ()], (10)
tinua, obtenida de unir los puntos x; = lfl con los puntos &;, duy

parai=0,...,]+ 1. La expresion analitica para esta funcién [a1(x) Tr [ =0, (11
es

con las condiciones de frontera u;(0) = u(g(0)) = u(0) =1

. . . i+1 uy(1) =11, donde los coeficientes del nuevo problema satis-
2(6) = (Bt — E)(I+ D+ E(i+ 1) — iy si —— <x< 2L () =1 P

I+1 [+ 1’ facen todas las condiciones de diferenciabilidad por tramos

(y positividad en el caso de a; (x)), que el problema original.

parai=0,... /. Estafuncion es positiva, diferenciable entodo =~ Ademds, las discontinuidades de los coeficientes del nuevo

el intervalo (0, 1), excepto por los puntos lfl i=1,...,1,y problema conforman una red uniforme en el intervalo (0, 1),

en los puntos donde la derivada existe, es mayor que cero.  de paso lj%l Esto justifica que, sin perdida de generalidad, el

Definiendo las funciones a; (x) = % y up (x) = u(g(x)), se analisis numérico se realice solo para problemas similares a
tiene entonces que ®-AD.

Observacion 1 Una vez obtenida la solucion uy(x) de (9)-

Observacion 2 La simplificacion realizada es equivalente a
considerar en el problema original, en cada intervalo (&;,&;1 1),

0”7 - G
un paso distinto h; = %

— 4 (al (x) iul (x)) (11), es posible recuperar la solucién u(&) de (6)-(8) a través
dx dx de la relacion u(&) = uy (g~ (&)), donde g (&) representa
— 4 (a(g (x)) 4 u( )‘ g’(x)) la funcion inversa de g(x), la cual, como fue comentado con
dx\ g'(x) d& c=g(x) anterioridad, existe y al ser una funcion lineal por tramo, es
__ d (a (2(x)) d (& )‘ ) bastante sencilla de determinar.
ax N8 e g
d
d&

/N
Q
—~
e
~—

o &
<
—~
g
~—

N—

e

|

=
OQ\
—
=
~—

, n € Nal elegir la malla.

Consequentemente, sabiendo que u(£) es solucién de (6),

o 7. 1.3 Seleccion de la malla y obtencion del esquema
entonces ] (x) es solucién de la ecuacién

en diferencias finitas

d d Sean {x;}._, los puntos de discontinuidad de los coefi-

(a 1(x)—uy (x)) = f(g(x)g (x) = fi(x). cientes del problema (9)-(11), los cuales conforman una red
dx uniforme de paso 1%1 Resulta conveniente entonces elegir

una malla uniforme que contenga a los puntos x; entre sus
1

dx

Ademds, como &; = g(x;) también se cumple que

elementos. Para ello basta con elegir un paso & = AT Con
n € N. De modo general, la expresion para los elementos de
(1) S ()| = (“(g(’“))iu(g)‘ ) bmallacs e
dx — g(x) dE T le=g(x) =y =t
d T (1)’
= (atetn u@)|_ )| - e+ -
g §=g(x)/ lx=x; asf, cuando j = kn, k =1,...,l, entonces 7; sera el k-ésimo
. (a (g(x7)) d u 5)‘ ) punto de discontinuidad. Como en dichos puntos la solucién
— A8 d& E=g(x;) tendra valores distintos a la derecha y a la izquierda, es con-

veniente entonces, para estos valores de j, definir 2 nodos,
= (d(éi_))E”(é)‘§:€f> en vez de 1, denotados como 7" y n;r. Esta seleccion de

' h, junto con las consideraciones adicionales hechas para los
= Piu(& )]]51 puntos de discontinuidad, dard como resultado una cantidad

= Bifu1 (x)];- de nodos igual a m = n(l+ 1) +1— 1 (sin incluir los extre-
mos del intervalo 1o =0y 1,;_1) = 1). Estos nodos en lo
De igual modo puede ser comprobado que adelante serdn llamados nodos principales. Para simplificar la

notacién, en lo adelante se considerard u; = u;(n;), si j # kn,
du du uy =ur(n;) yu, =wm(nf)sij=knparak=1,...,1. Para
[a1 (X)Eﬂx; = [[a(é)E]]é,: =0. abordar numéricamente el problema se definirdn ademas los
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nodos auxiliares 1, 1 /2, como los puntos medios de los nodos
definidos con anterioridad, es decir

nj+Mnj+1

Nj+1/2 = fJZO,--w”(l‘H)_

Estos nodos son meramente simbdlicos, ya que no estaran in-
cluidos en las ecuaciones que serdn obtenidas. Su inclusion se
debe a que serviran de apoyo para calcular las aproximaciones
de las derivadas.

La ecuacion (9) puede ser reescrita como

— () (x))" =

donde J(u;)(x) es el flujo asociado a u; (x), definido como

J(ur)(x) = ay (x)uy (x).

Para abreviar, en lo adelante se considerara

fix),x e Q*,

J@)(Mjs1/2) =Jjy1/2-
Esto permite aproximar la derivada del flujo en los puntos 1;,
si j # kn, a través de la formula en diferencias centrales para
la derivada:

! _”(x+h>_u(x_h) hz " ///
u'(x) = T +E( (x+6y) —u"(x

—01)),

(12)
con 0 < 61,0, < h, y con las férmulas en diferencias hacia
adelante y hacia atrds para las derivadas en los puntos ;" y

nj+ respectivamente, cuando j =kn, k=1,...,[:
u’(x*):—”(xf)_h”(x_h) g W'(x—6)),  (13)
— (T
ul(x+):u(x+h)h u(x )+g //(x+62). (14)
De este modo
J; —J_
~() ()~ =L Ak, (15)
J S)=Ji
~) (7)) ~ ("1)(17;1/)2 SR s =k, (16)
Jiip—J r
Gty = T 1

Utilizando nuevamente la expresion (12) para aproximar el
flujo J;11 /2, y las condiciones (10) y (11) para J(u1)(n; ) y
J(uy) (nf) respectivamente se tiene que

Uu;j —Uu
Jivip= al(nj+1/2)u/l(nj+1/2) ~ aj+1/2%,
(18)
Ju)(n;) =Jw)(n)) =a(n; )y (n;) = Be(u; —uj).

19)

Sustituyendo (18) y (19) en (15), (16) y (17) se llega a las
ecuaciones lineales buscadas

W2 (=ay yujog (@ +ag u—ag ) =£(1)),
(20)
a. 1 (l 1
3 5 By~ B -
— o (St Ry = S =f ()2,
21
B i B Was:
Wi g o — e =S ()2
(22)

La matriz asociada a este sistema es tridiagonal, simétrica y en
la préxima seccidn serd visto que también es definida positiva.
Notese que los nodos auxiliares introducidos solo aparecen
para evaluar la funcién a; (x), la cual es conocida. Las compo-
nentes del vector independiente b7 = (b, .. <»bp(141)) son

= f(m)+h"%a 10,
= f(n)), si j #kn,

(77, )/2, si j=kn,
(n;r)/Z si j = kn,
(

f
f
ni+1) = S (M) 2141200

1.4 Un ejemplo

A continuacién serdn aplicados los resultados de la subsec-
cién anterior a un ejemplo especifico. Considérese la funcién
a(x) definida como

ap si 0<x<1/2,
a(x) =

ap si 1/2<x<1,

con ay,ap > 0. El problema a analizar numéricamente es
d du
- — =0 0,1 1/2
(a0 5E) =0, xe 0.1\ {1/2},

du
a0 lua = BLu()]

[a(x ) ﬂl/z—o

donde f > 0. Ademds se consideraran las condiciones de fron-
tera u(0) =1y y u(1) =t;. La malla utilizada para dar solucién

al problema tendrd paso & = 1/4. De este modo, dicha malla
estard conformada por los valores (0,1/4,(1/2)~,(1/2)",3/4,1).
Los nodos auxiliares son los puntos

Mijp=1/8, M3/, =3/8, N5/, =5/8, M72=1/8,

de modo que
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De acuerdo a esta informacion, el sistema de ecuaciones li-
neales derivado de aplicar el método de las diferencias finitas
es

8aj —4a 0 0 Ul daqty
—4a; 4da) + B *ﬁ 0 u | 0
0 —B dar+ B —4dar us | 0

0 0 —day 8ar Uyq darty

Noétese que la primera y la dltima ecuacidn podrian ser dividi-
das entre 4a; y 4a; respectivamente, pero no se ha realizado
esta simplificacion para conservar la simetria de la matriz.
Los calculos necesarios para dar solucién a este sistema son
bastante extensos, no obstante conducen a la solucién

c
M]—ralelo,
C
uz—Tm+to,
c 1 1 1.1
ws = 5ot <E+(a_£)5)+m’
3¢ 1 1 1.1
e ¢ R iE) R
donde
nh—1

1, -1, -1 1
3 (al + a2 ) + ﬁ
Aun méds, es posible comprobar que estos valores coinciden
con los de la solucién exacta, la cual es

Xt si 0<x< 1/2,

u(x) =
c 1 1 _ 141 :
EX—FC(E-F(E—E)E)—FIO S1 1/2<x<1
La coincidencia se debe a que la solucién exacta esta con-
formada por rectas, por lo que las aproximaciones para sus
derivadas coinciden con las derivadas reales, haciendo que
todos los valores obtenidos sean también exactos.

2. Consistencia, estabilidad y
convergencia

En lo adelante, el problema (9)-(11) serd representado
como

L(uy, fi) = = (I () (x)) = fi(x) =0,

mientras que el problema obtenido por el método de las dife-
rencias finitas, para un determinado valor de & serd denotado
como

Ly(up, fn) = —Aaypup — fn =0,

donde —Ayy es la matriz del sistema y fj, es el vector inde-
pendiente. Esta nueva notacién ayudara en el analisis de la
consistencia y la estabilidad del método de las diferencias
finitas aplicado al problema de valores en la frontera con
condiciones de discontinuidad.

(23)

2.1 Estabilidad
En el segundo capitulo de [1] es dado el siguiente concepto
de estabilidad

Definicion 1 Un método numérico estd bien planteado, (o
es estable) si para cualquier h, existe una tinica solucion,
dependiente continuamente de los datos.

Segtn esta definicion, para demostrar la estabilidad del méto-
do aqui utilizado, es necesario demostrar que la solucion uy,
de (23) es tnica, y ademads que depende continuamente de los
datos del problema. Nétese que la matriz del sistema, —Ay 7,
es tridiagonal, simétrica, a;; > 0 para todo i,

aii—1) = ag-1); <0

paratodoi>2y a1y +ai+ay ) =0parai=2,...,m—1,
donde m =n(l+1)+1—1 es la dimension de la matriz —A 4.
Ademids aj; +aj;p >0y Ap(m—1) + Amm > 0. Sera demostra-
do a continuacién que una matriz con estas condiciones, es
definida positiva, es decir,

(Vh, —Adfvh) >0, Vv, ;é 0,

donde (-, -) es el producto escalar usual en R y v;, una funcién
definida sobre los nodos de la malla del problema. En efecto,
al ser A,y tridiagonal y simétrica, entonces

m m—1
(Vi —Aapvi) = Y aiv; + Y 2a;i41)Vivii1- (24
i=1 i=1
Utilizando la propiedad a(;1); + aii + a;;+1) = 0 para i =
2,...,m—1, el miembro derecho de (24) puede reescribirse
como

(Vis —Adfvn)

=(an +012)V% + (am(m—1> +amm)V%1
m—1 ) )
+ Z (=@i(is1)Vi +28i(i41)ViViel = Giir1)Xiy1)
i=1
=(an+an)vi+ (@m(m-1) + Vi

m—1
— Y ainvi—vigr)*. (25)
i=1
Finalmente, usando las condiciones a;(;, 1) <0, a1 +ai2 >0
Y Am(m—1) + amm > 0 se puede concluir que —A, es definida
positiva. Esto implica que es inversible, por lo tanto la solu-
cion de (23) existe y es Unica para cada valor de /. Ademas,
sustituyendo los valores de a1, @mm ¥ Qi1 1) en (25) se obtie-
ne la siguiente expresion

(Vs —Aagvn) =h2ay Vi +h a1 i,
m—1
+h2 Y apvi—vin)?
iel
l 2
+hL Y B, v (26)
k=1
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donde I = {i:i# knAx; = x; }. La expresion (26) permite
definir una norma en V},, el espacio de las funciones definidas
sobre los nodos de la malla. Dicha norma sera denotada en lo
adelante como || - ||4 y viene dada por la expresién

[Vallz = (v, —Aarvn)-
Considérese ademads la siguiente norma en Vj,
2
l

[valli = (o) = Y vi-

on

i=1

Entonces existe una constante ¢, independiente de 4, tal que
Ivalln < cllvalla, Yvi € Vi

En efecto, teniendo en cuenta que a; 1/, = ai1(1N;11/2), que
a1 (x) es mayor que una constante positiva o para cualquier
valor de x, que las constantes f3; son positivas y por lo tanto tie-
nen un minimo f3, entonces, denotando ¢y = (min{ g, o }) 1/2
se tiene que, para cualquier valor de i

j—1

Covj =¢Co (V1 + Z (Vig1 — Vi))

i=1

=co (V1 + Y i —vi) + ) (0 —v;)),

iel' ieK’

dondeI'={iel,i<j—1}yK ={i=kn,< j—1}.Elevan-
do al cuadrado ambos miembros y utilizando la desigualdad

de Minkowski
d

(Lr) <afs

i=1
la cual se cumple para cualquier entero d > 1 y cualquier

suceci6n de niimeros reales { pi}?:] , se tiene que

3

j—1 l
SICERY) W ITRERET) WA ALY
k=1

iel

/
<3 <a1/2v% +iY a1 pie1 —vi) 1Y B, — V/;)z)-
k=1

icl
Sumando desde j = 1 hasta m

m
o Z V§ <3 (mm/zv% + ijai+1/2(vi —vis1)?

j=1 i=1 el
l
+ml Y (v, — Vk_n)z)
k=1
m(m+1
=3 <ma1/2v% + %) Zai+l/2(Vi - Vi+1)2
icl

i
il Y B, —vip)?).

k=1

s

1

Teniendo en cuentaque m=n(l+1)+/—1yque h= ESY)
-1

pFI(EnY) <2, paratodon € N

y por lo tanto hm = 1+

b

™=

2
Vj

j=1
<121 (h’lal/zv% +h72Y app(vi—vin)
iel
1 4 2
+hNY Be(vE —vi) )
k=1
<121 (h’zal/zv% + h720m+1/2"r2n
I
+ 2 Zai+1/z (Vi - Vi+l)2 + h! Z ﬁk(vljn - vl:n)z) :
il k=1
Consecuentemente, para toda v, € Vj,

[vall7 < cllvalli 27)

conc= , independiente de 4. Finalmente, para de-

121
min{ag,fo} ) o
mostrar la estabilidad del método, basta con tomar la ecuacion

—Agfup = fn,

y multiplicarla escalarmente por u;,. De este modo se obtiene
la relacion

|z = (un, —Aarun) = (fnsun)-

Utilizando la desigualdad (27) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se obtiene

leen 7 < e[l fillnllan 1,

y luego de simplificar un factor ||uy]|,

||| < cl| fulln,

por lo tanto el método es estable, ya que la solucién ademas de
ser Unica, depende continuamente de los datos del problema.

2.2 Consistencia
Para demostrar la consistencia del método, es necesario
probar que

Ly(ur, fi) = La(uy, 1) — L(u1, f1) — 0, si h — 0.
A partir de la aproximacion (12), se tiene que

() =G+ R/2) — (= /2)
1 h
h? " u
+%(ul (x+62) +uj (x—61))

con 0 < 0,6, < h/2, por lo tanto, la acotacién de la solucién
exacta del problema y de sus derivadas implican que
ui(x+h/2) —ui(x—h/2)
h

= uj (x) + H°R’,
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con |R' < % [Sou% ||’ (x)]. Sea j # kn, entonces

Ly(u1, f1)(n;)

uy(Mjr1)—ui(n;) 1
=t L f(ny)

1 1
—h(aj+%Rj+1 —aj_%Rj)

Utilizando nuevamente la aproximacion (12), esta vez para el
flujo

Ly(u1, f1)(n))
J(” )(77] l)_‘,(u )(nj,l)
_ U s - : —~—f(m;)

_h( j+1Rj+l 7le)

== (Jn)(n))) = £(n) R —h(ay, Ry, —a; yRY)
2p2 1 1
=—h R] —/’l(aj+%Rj+] —aj_%Rj),

con

2 1 " 1 /1
51 < 5gsupl (7)) | = zzsup 11"l

de modo que

2

SuP|f H*SHPI 7).

h
|Lh(u1af1)(n/)|\ 12 0,1]

o equivalentemente, para & suficientemente pequefio

h
Ly, 1) ()] < 2L suplu (),

6 0,1

donde o es el supremo de la funcién a(x).
De igual manera, las aproximaciones (13) y (14) implican que

up(x”) —up(x—h/2)

e =u)(x") +hR,
_ +
u1(x+h/hz/)2 uy (x ):u’l(x+)—hR3.
con
3 1 "
IR’| < Z?uplul(x)l

Luego, para j = kn
2Ly (ur, f1)(n})

ur(n;)—ur(nj-1)

wnH=—uwi(n N —a._

_ B () —m(n; >§1/21 )
u —a n

_ Jm)(n)) - <1>,<11}12 ) =Ry ey

- J(ur)(n;) h}lz(ul)(nfl/Z) — f(n;) +2a;_1 ;2hR]

!/
== (J)())) = ;) 20K} = 2a; 1 3hR}
=—2hR} —2a;_; )hR}.

Una aproximacién similar puede hacerse para Ly, (u1, f1) (n;“),
asegurando que

1
[Li(ur, f1) ()] <h(5 supluf ()] + % supl ")),

0,1) 24 10,1

1 a
L (ur, f1)(n])] <h(1[soullﬂ]>|u/f(x)| +*Su1?|f”|)-

Por lo tanto, se ha demostrado el resultado requerido, ya que,
tomando la norma || - ||, definida en el anélisis de la estabilidad

2.2
lvallz = Y vi,
i=1
se tiene que

I1La (1, )15
Z Ly(ur, f1) (1))

:j;k (Lh(ulvfl)(nj)>2

+j§;k (Lh(ul,fl)(nj_))2+ (Lh(bll,fl)(nf»2
ol
<m

L sup uf'(x)|?
6 [0,
2

1
41 (< suplu ()P + L supl ).
16 o] 576 o1

Nuevamente, teniendo en cuenta que mh < 2,
2

1Ly (ur, f1)7 <

1 2
2 o 2 /!
+4lh (lé[s(fﬁlu () +576sup|f ?).

o equivalentemente para / suficientemente pequefio
haz " 2
5 supluy (%)

1Ly (ur, f1) 7 < 5
[0,1]

Por lo tanto, el método es consistente, ya que.

1L (u1, f1) |l —> O sih — 0.
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2.3 Convergencia
Introduciendo la funcién de error global e;,, definida sobre
los nodos de 1la malla como

e(n;) = ur(n;) —un(n;),

se puede apreciar que dicha funcién satisface las relaciones

—Agren = —Aqpur — (—Agrup) = —Agrur — fr = Lp(u1, f1).

Teniendo en cuenta que el método es estable, la funcién ey,
también cumple que

llenlln < cllLn(ur, f1)|n-

Finalmente la consistencia del método y la independencia de
h de la constante ¢ implican

hot?
lenll; < =5+ sup Ju’ (x)]* — 0'sih = 0.

Concluyendo, la solucién u;, converge hacia la solucién exacta
u1 cuando h tiende a cero, siempre y cuando esta dltima sea
al menos tres veces continuamente diferenciable por tramos
en el intervalo (0, 1).

3. Algunos ejemplos de la aplicacion del
meétodo

Considérese la funcion

I si 0<x<1/8,
a(x)={ x* si 1/8<x<3/5,
¥ osi 3/5<x<1.

Entonces, el problema

—% (a(x)%) —0,xeQ =(0,1)\{1/8,3/5}, (28)
a(x)%‘x._ = [u(x)]x;» (29)
fa() 1], =0, 0

con las condiciones de frontera u(0) =1y u(1) = 2, posee
como solucién exacta a

Zx+1 si 0<x<1/8,
u(x) =9 —g5t+ B si 1/8<x<3/5,
~&EL 3 s 35<x<l

La Figura 1 muestra el grafico de dicha solucion.

2

19r

1.8r

171

16

15

14F

13r

1.2F

11r

1

. . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1. Gréfico de la solucién exacta del problema
(28)-(30).

Por otro lado, la Figura 2 muestra la comparacién de u(x)
(en rojo) con las soluciones numéricas (en azul para n = 2,
n=25,n=10y n =100, es decir, para un tamafio de paso,
en el problema simplificado, h = 0,25, h=0,1, h=0,05y
h = 0,005.

n=2 n=5
2 2
1.8 1.8
16 / 16
1.4 1.4 /’
1.2 / 1.2
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1
n=10 n=100
2 2
1.8 1.8
1.6 1.6
1.4 1.4
1.2 1.2
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 2. Comparacion entre las soluciones numéricas para
distintos valores de n y la solucién exacta.

La convergencia de las soluciones numéricas hacia la so-
lucién exacta a medida que crece n es evidente.
Considérese ahora el mismo problema (28)-(30), pero con
f(x) = sinx+xcosx = (xsinx)’. En este caso en la férmula
de la solucién general dada en la introduccidn, apareceran

términos del tipo
X
sinx

X Y
1/8
que no pueden ser expresados en términos de funciones ele-
mentales. La Figura 3 muestra las distintas aproximaciones
de la solucidn para este nuevo problema, a partir de distintos

valores de n.
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n=2 n=5
25 25
2 2
15 15
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1
n=10 n=100
25 25
, \ )
15 1.5
1 1
0 0.5 1 0 0.5 1

Figura 3. Soluciones numéricas para distintos valores de n
del problema (28)-(30) modificado.

4. Conclusiones

El problema de conduccién del calor con condiciones de
contacto resulta de especial interés en la teoria de la homoge-
neizacidn, ya sea simple o reiterada, donde aparecen proble-
mas de este tipo, que al depender de un parametro rapidamente
oscilante, dificulta su tratamiento numérico. Sin embargo, du-
rante el proceso de homogeneizacidn aparecen los llamados
problemas locales, ademds del problema homogeneizado, los
cuales presentan una estructura similar al problema original,
pero son independientes del parametro pequefio, por lo tanto
si resulta conveniente tratarlos numéricamente.

En el presente informe, luego de simplificar el problema ori-
ginal para que cumpliera determinadas condiciones, fue apli-
cado el método de las diferencias finitas a la ya mencionada
ecuacion, provando finalmente, la estabilidad y consistencia
del método y por lo tanto la convergencia de las soluciones
numéricas a la solucién exacta. las funciones de MATLAB
implementadas fueron discutidas e incluidas en el anexo y
algunos ejemplos fueron discutidos.

Otra método numérico factible para abordar la ecuacién aqui es-
tudiada es el método de elementos finitos, puesto que es posi-

ble encontrar una formulacién variacional para el problema
de conduccioén del calor con condiciones de discontinuidad.
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