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RESUMEN

En este trabajo se plantea un problema eliptico con condiciones de contorno complejas que es
reducido, mediante el operador de Fourier, a un problema de contorno de Riemann cuya solucién es
conocida. A partir de la solucién del problema de Riemann se obtiene la solucién en cuadraturas de dos
casos particulares bastante generales del problema eliptico planteado.

ABSTRACT
In this paper an elliptic problem with complex boundary conditions has been transformed into a
Riemann boundary problem of known solution by means of the Fourier operator. This allows the

quadrature solutions of two widely generalized particular cases of the original problem.
1. INTRODUCCION

En [1] y [2] se hace un estudio de las solubilidad del problema de contorno de Riemann para el semiplano
en las clases L’zk(qi) X L”{(R)si el coeficiente pertenece a la clase L”z+ (R +1), tiene indice finito y el término

independiente pertenece a Lé((lz).

En [3] se hace una descripciéon de una clase de problemas de la Fisica Matematica que se reducen a un
problema de contorno de Riemann para el semiplano, mediante la transformaciéon de Fourier. Se describe
ademas en dicho articulo el método general de solucién y se da un condicién que permite determinar cuando el
problema esta correctamente planteado, en el sentido que su reduccién al problema de Riemann sea factible.

En este trabajo, a partir de los resultados antes descritos, se establecen condiciones facilmente probables
sobre los coeficientes de la ecuacion y las condiciones de contorno de los problemas que se plantean en el
primer epigrafe, que garantizan la solubilidad de los mismos.

En el segundo epigrafe se ofrecen definiciones y se plantean resultados necesarios, que facilitan la lectura
de los epigrafes siguientes. En el tercer epigrafe se hace el planteamiento del problema que se estudia.
Utilizando la trasformada de Fourier, en el cuarto epigrafe se reduce el problema planteado en el epigrafe 2
a un problema de Riemann en el semiplano.

En el epigrafe quinto se determinan condiciones necesarias y suficientes sobre los coeficientes y el
término independiente del problema para que satisfagan las condiciones correspondientes al problema de
Riemann que aqui se estudia.

En el epigrafe sexto se estudian dos casos particulares del problema planteado en el epigrafe 3, ambos
con un alto nivel de generalidad, se concretan las condiciones para que se puedan aplicar los resultados del
epigrafe 5 y se determina el indice del coeficiente. Finalmente en el epigrafe 7 se determina la solucion
del problema homogéneo en las clases de funciones requeridas, correspondientes a los casos estudiados
en el epigrafe anterior.
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2. DEFINICIONES Y RESULTADOS AUXILIARES

Dada una funcion f: ® —» C si existe la integral

F(x) = j f(t)emdt{g(x)— ! j G(t)e‘i’“dt},

1
J2n J2r

para algun x real, se denomina integral de Fourier de f(x) (integral de Fourier inversa de G(x)). Si se
determina una clase de funciones f(t) (G(t)) para la cual existe F(x) (g(x)), entonces la funcion V(V™") definida
por

f-V SEovi (G—Lg - v*le)

se denomina transformada de Fourier de f (transformada inversa de Fourier de G). En el trabajo se denota
siempre con la misma letra mindscula y mayuscula a la funcioén y su integral de Fourier respectivamente.

Se indica por el simbolo [¢(t)]*> el cambio de ¢(t) cuando t recorre el eje de las abscisas segun el sentido
positivo; o sea:

(D] = @(+o0) - o(-o0).

Se define el indice (ver [4]) de una funcidn compleja continua y que no se anula sobre el eje real,
M(t) = ma(t) + imz(t), t € R, de la forma siguiente

IndM(t) = 2_1n [arg M(H)] ™~ =2im INMD)]* = % [ d tnmcoy.

Si M(t) no es diferenciable, pero es de variacion acotada, la integral se entiende en el sentido de Stieltjes.
Del teorema del resto logaritmico (Principio del Argumento) se tiene que si M es el valor de contorno de una
funcién analitica en el semiplano superior (inferior), con la excepcidn quizas de un numero finito de polos en
este semiplano, entonces se cumple la igualdad:

IndM(t) = N - P (IndM(t) = P - N),

donde IndM(t) denota el indice de M, y por N y P se indica el nimero de ceros y polos en el semiplano
superior (inferior) respectivamente, contado cada cero y polo tantas veces como su orden de multiplicidad.

En el trabajo se utilizan las siguientes notaciones: por ¥ (D) se indica la clase de las funciones complejas
con dominio Dy por Ka ®.06 C.

Sea f: ® > K, se dice que f satisface la condicion de Hélder en ® si existen las constantes A >0y A,
0 <A < 1tales que:

a) VX1, X2 € R se tiene
| F(x2) = F(x1) | <A |x2-xa|?*

b) VX1, X2 € ®,IN > 0: si | x|, | X2| > N se tiene

A
1 1

X2 Xg

| F(x2) = F(x1) | <A
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La clase de funciones que satisfacen las condiciones a) y b) para un determinado A se denota por C.(R)
de las condiciones anteriores lim F(x) = b (constante) y F es continua y acotada en R. Ademas, si A > 1 se
X [—00

tiene f'(x) = 0 = f(x) es constante.

Se dice que f : ® — K es continua, sobre® si existen, son finitas e iguales |im F(x)y‘
X |—>—x©

La clase de estas funciones se denota por C(®). Por Da(®) se denota la clase de de funciones f: ® - |
gue cumple.

lim F(x).
X‘—>+oo
i) f tiene derivadas acotadas sobre ®,
i) lim F(x)=II
‘X‘A)oc
Para 0 <A1 <1 <1 secumple que:

Da(®)c C1(R) < Ci,y(R) < Ci (R) <C(R)

Proposicion: Para todo A € (0, 1] la clase C+(®) con la suma de funciones, el producto de funciones y el
producto por un escalar, es un algebra asociativa. Con una norma adecuada Ci(®) se convierte en un
algebra de Banach.

Decimos que f: ® — ® es el elemento de L2(R) si ffjj|f(x)|2dx es igual a un valor real finito. La clase de

funciones de L2(®) que pertenece a una clase de funciones de Holder sobre ® se denota por el simbolo {{0}},
0 sea:

{01} = [UncuCar] M L2(R).
La interseccion de Ci(®) y L2(®) se denota porLs(® ); luego {{0}} = UsrcL3(R).
Se tiene la propiedad siguiente:
Proposicién 3: La clase de funciones L*2 (®) es un espacio de Banach con la norma.

=00+ 11,

donde || ||, es cualquier norma definida sobre C; ().

La clase de funciones cuya integral de Fourier pertenece a la L”2 (R) se denota por {0}.. Sobre esta clase la

funcion | | jop, definida por I op. = (N4 ||2 es una norma que hace de {0}, un espacio completo.

La clase de las funciones f € L2(g) tales que f(x) = 0 si x < 0 (x > 0) se denota por L2+(®) (L2-(R)).

La clase de las funciones f € L2(®) prolongables analiticamente al semiplano superior (inferior) y tales que:

+00
F(x+iy)[’dx<M paray> 0,
[l |

—00

+00
F(x+iy)2dx<M paray <0 |,
[l |

—00
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donde M es independiente de y se indica porL,(R) (L3 (R)).

Es conocido el siguiente teorema

Teorema 4: Una condicidn necesaria y suficiente para que f pertenezca a L2+(®)(L2-( ® )) es que su integral
de Fourier F pertenezca a L+2(R®)(L-2(®)).

Cuando hablamos de la norma de L5(®) nos referimos a la heredada de L2(®).
La clase de funciones f e {O}. tales que f(x) = 0 si x < 0 (x > 0) se denota por L, (&) L _(X)).

La clase de funciones FeL’%(®) que son prolongables analiticamente al semiplano superior (inferior) y
gue satisface:

+00
F(x+iy) 2dx < M paray >0,
Jl |

+00
J.|F(x+iy) |2dx <M paray<0|,

donde M es independiente de y, se denota por L' (®) (s (R)).

La clase de las funciones f que no se anulan sobre ® y tales que f(z0) =1y (f—-1) € L}‘2+((1€) (L>‘2_((1€)) se
denota por " (R +1) (s (R +1)) .

De la definicion de las clases anteriores y del teorema no.4 se tiene trivialmente el teorema siguiente:

Teorema 5: Una condicién necesaria y suficiente para que f pertenezca a L, (® ) (L_(R)) es que su integral
de Fourier pertenezca al’y’ (R ) (s (R)) .

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Dada la ecuacién diferencial de tipo eliptico

U(X, Y) + Uyy(X, y) + ku(x, y) = g(x, y), k<0, )
en la banda

D={(x,y) e ®:0<y<1} 2

y las condiciones de contorno
0ol (X, 17) + aopx(X, 17) + cworpy(X, 17) = gao(X), X € ®, ®3)
Pood(x, 07) + Brokx(x, 07) + Porby(x, 07) = gui(x), x <0, 4)
YooH(X, 0%) + y1obx(X, 0+) + yorpy(x, 0%) = g12(x), x>0, 5)
donde aij , Bij, vij, i, ] = 0,1 son nGmeros reales, g € L2(®) paratodoy, 0 <y <1, gio € L2(R), g11 € L2(-o, 0) ¥

g1z € L2(0, +0); se desea encontrar condiciones sobre los elementos conocidos de (1), (3)-(5) para que la
ecuacion (1) tenga solucién Unica en la banda (2), que satisfaga las condiciones (3)-(5) y que pertenezca a la
clase:
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S={u e F(D): uxx € L2(R), Uy € L2(R), u € L2(R®), 0 <y <1}. (6)
4. REDUCCION AL PROBLEMA DE RIEMANN

A continuacion se aplica la técnica descrita en [3] para reducir el problema planteado en la seccién (3) a un
problema de Riemann para el semiplano.

a) Aplicacién de la transformada de Fourier a la ecuacién (1)
Realizando esta operacion se obtiene la ecuacion:

—— = t (k= xAU(x, y) = G(x, y) ()

d?U(x,y)
dy?

b) Obtencion de la solucidn de la ecuacion diferencial (7)

Las raices de la ecuacion caracteristica,

p2 + (k - x2) = 0,
correspondiente a (7) son:
Z1(x) = =Z(x), (8)
Za(x) = Z(x), 9)

donde Z(x) = Vx? —k; luego la solucién general de (7) es:
U(X, y) = Ci(x)e™ + Cz(x)e? + V(X, ), (10)

donde Z = Z(x), V (X, ¥) es una solucién particular de (7) y Ci(x), C2(x) son funciones arbitrarias que se deben
determinar.

c) Adaptacion de las condiciones de contorno (4), (5) para la aplicacién de la trasformada de Fourier
Con ese objetivo se introducen las funciones f. y f-:

f(x) = funcion desconocida de L, (0, + ) X >0;
i 0 X <0.

f) = { ) 0,. X >0;
funcién desconocida de L,(—,0) x>0.
Estas funciones permiten escribir (4) y (5) en la forma
Pood(x, 07) + Brokx(X, 07) + Borpy(x, 0%) = g3 (x) + f+(x),  x <0, (11)
YyooH(X, 0%) + y10lx(X, 0+) + yorpy(x, 0) = g1(x) +(x), x>0, 12)
donde

911(x) x<0;

g0 = { 0, x<0

29



g12(X), x20;

gw(x):{ 0, x<O.

d) Aplicacién de la trasformada de Fourier a las nuevas condiciones de contorno

Realizando esta accion en (3), (11)y (12) se obtiene:

[ooo = T azoX]U(X, 17) + aoz Z—L;(X, 17) = Gio(x) (13)

[Boo — iBrox]U(X, 0%) + [301‘3—3(x, 0%) = Gpy(x) + F(X) (14)
. . du . + .

[yoo = iy10X]U(x, 0%) + YOlW(X' 07) =G, (x) +F(x) (15)

De acuerdo a la definicion de f- y f+ las funciones F~ y F* se pueden considerar (ver [4]) como los valores
limites de las funciones F(z) y F*(z) analiticas en el semiplano inferior y superior respectivamente, que

satisfacen las condiciones.
+00 5
_HF‘(x+iy)‘ dx<M, siy<O0,

+00

J

—00

2
F*(x+iy)‘ dx <M, siy>0,

respectivamente, donde M es el mismo para todas las y.

e) Obtencion de una ecuacién funcional en la cual las Unicas funciones desconocidas son F-y F*

A partir de (11) se obtiene facilmente
- dv
— =-z2C,(x)e™¥ +zC,(x)e? + d—(x, y). (16)
y

Sustituyendo (10) y (16) en (13), (14) y (15) y efectuando las operaciones necesarias se obtiene el
sistema:

B11(X, z)C1(x) + Bi2(X, Z)C2(X) = Hi(X) a7
B21(X, z)C1(x) + B22(X, z)C2(x) = F+(x) = H2(X) (18)
Bsa1(X, z)C1(x) + Baz2(X, z)C2(x) — F=(x) = Ha(x) (19)

donde:
B11(X, z) = e #(0wo — iotzoX — 012) = €7?P11(X, 2)
B12(X, ) = €*(coo — ioizoX + o 012) = €2P12(X, 2)
B21(X, z) = oo — if1oX = Bo1z = P21(X, 2)

B22(X, z) = oo — if10X + Bo1z = P22(X, 2)
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Bs1(X, z) = yoo — iy10X — y01Z = P31(X, 2)

Bs2(X, z) = yoo — iy10X + y01Z = P32(X, 2)

H1(x) = G1o(x) = [cwoo — ixouo] V(X, 17) - (101(2—\; (x, 1%

Hz(x) = G1;(x) — [Boo — ixB1o] V(X, 0%) - Bm% (x, 0%
o~ - + ov .

Hs(x) = G{,(X) — [yoo — ixy10] V(X, 0%) - YOIE (x, 0%

Obsérvese que si V(x, ), XV(X, J) ¥y (;_V (x, ), j = 0,1 pertenecen a £2(R) entonces Hi, Hz y Hs también
y
pertenecen a Lc(R).

Si imponemos condiciones para que:

Axz) = |Bul®?) Bi(x2) (Al(x,z): B11(x2) Biy(x2) j 20)
B21(X2) By, (X,2) B31(X,2) Bgzy(X%,2)
sea distinto de cero, entonces como:
B11(x2) Bip(xz) O Bi1(x2) Bip(xz) O
Bo1(X,2) Bpo(x2)  0]=A4(X2) B31(X,2) Ba(x2) -1|=A4A4(X2)
Bsi1(X,2) Bsy(x2) -1 B11(x2) Bgz(xz) O

Se puede asegurar que el rango de las matrices

B11(X,2) Bip(%2) 0 O
B(x,z) =| B,1(x,2) Byy(Xz) -1 0],
B31(X,z) Bgp(xz) 0 -1

B11(X,2) Bip(X,2) 0 0 Hy(x)
W(X,2) =|B51(X,2) Boy(X2) -1 0 H,(X)|,
B3i(X,z) Baa(x,2) 0 -1 Hg(x)

es igual a tres y consecuentemente el sistema (17)-(19) puede reducirse a una ecuacién con solo dos incégnitas.

Para ello de las ecuaciones (17) y (18) se obtiene que:

H,(x) Bi1,(X,2)
Ci(x, 7) = Hs(x) + FA((:(()Z) B2 (% 2) 1)
B11(X,2) H,(x)
Cu(x, 2) = B1(%,2) A'('j(zs)() +F7(x) (22)
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y sustituyendo (21) y (22) en (19) se obtiene la ecuacién funcional:

ron - Ay (X,2) B A(x,2)
F*(x) = D()F(x) +—A1(X’Z) Hy (x) —Ha(x) + A(x2) Hs(x)
donde
D(x) = Da(x, Vx27*), z=+x% -k,
Dl(X Z) — A(X,Z) - e_zzpll(xv Z)P22(X,Z) _P12(X!Z)P21(X1Z)
T A(Z) e Py (X, 2)Pay(X,2) — Pyp(X,2)Pay(%,2)
y

B,1(%2) By(X,2)

Aalx 2) = B31(X,2) Bj3y(x,2) .

5. CONDICIONES DE SOLUBILIDAD DEL PROBLEMA DE RIEMANN
CORRESPONDIENTE A LA ECUACION (23)

(23)

(24)

En este epigrafe se determinan condiciones necesarias y suficientes sobre los coeficientes de (1), (3)-(5),
para que el coeficiente y el término independiente de (23) satisfagan las condiciones correspondientes al

problema de Riemann estudiado en [2].

De acuerdo a [2], para obtener la solucion de (23) en la clase szi(qi)Liz(R)), se requiere que D(X)

pertenezca a la clase L”Z(QE +1)y el término independiente pertenezca a L”Z(fE)Lz(R)).

Siendo L (® +1) la clase de las funciones f que satisfacen las condiciones siguientes.

(i) f no tiene ceros ni polos sobre ®

(ii) |

lim f(x)=1
X‘%oo

(ii)) (F= 1) € L5(R)
5.1 Determinacion de condiciones para que D(x) satisfaga la condicion (i)
Introduciendo las funciones:
P(x, z) = P11(X, Z)P22(X, z) = (Az?+ Bz + Cx% + D) + ix(Ez + F),
Q(X, 2) = P12(X, Z)P21(X, z) = (Az2 — Bz + Cx? + D) + ix(-Ez + F),
Pi(X, z) = P11(X, Z)P32(X, z) = (A'22+ Bz+ C'x>+ D)+ ix(-E'z + F"),

Q1(x, 2) = P12(X, Z)P32(x,2) = (A'22-B'z+ C'x2+ D) + ix(-E'z+ F),

donde
A = - ao1Po1, A" = - o1y o1, B = ao1foo — ctooPoz, B” = aoryoo — cooyor,
C = - auoP1o, C” = - aioy10, D = aoofoo, D” = atooyoo, E = atzoPor — ao1Pio,
E” = - auoyo1 - ao1y1o, F = - cooP1o - aaoPoo, F~ = ctooy1o — aioyoo.

Resulta de (24) que

32

(25)



e P*P(x,z) — Q(x,2)

e PPy(02) - Qux.2) )

Di(x, z) =

Lema No.1. El conjunto de soluciones reales comunes a P(x, z) y Q(x, z)(P1(x, z) y Q1(x, 2)) es:
a){0},siysblosiB=0yAk-D=0(B"=0yA’k—-D=0).

AK=D h@=0E=0F=0y AKD
C +C

>0)

b) {J_r AAk_g}, siysélosiB:O,E=0,F:0y
+

Demostracion La demostracion se hard para P(X, z) y Q(X, z). Estas funciones se anulan simultaneamente
siy sélo si:

Az2+Bz+Cz2+D=0 (27)
Az?2-Bz+Cz2+D=0 (28)
X(Ez+F)=0 (29)
x(—-Ez+F)=0 (30)

Trivialmente se prueba que el sistema (27)-(30) tiene solucién si y sélo si B = 0 es decir si y solo si se
reduce al sistema (29)-(31) donde por (31) se indica la ecuacion:

(A+c)x*-(Ak-D)=0 (31)
. i i Ak -D . . .
El conjunto solucion de la ecuacion (31) es < + AT C y como el sistema (29)-(30) tiene como Unica
+

solucion la trivial, queda obviamente demostrado el lema.

Lema No. 2. Si se cumple una de las cuatro condiciones
() B =0,

(i)B=0,E-0yAk-D=0

(i)B=0,F0yAk-D=0

Ak -D
A+C

(vyB=0,E=0,F=0y <0

entonces la Unicas raices reales que puede tener

-2

x2—k‘
e

R(x)-S(x)=0 (32)

Son los elementos de S = {—xu, 0, x1}, donde

. BF — DE + kAE ’ BF—DE+kAE2 (33)
E(A+C) E(A+C)
si y solo si:
—2Ja?x — Re S(x) —ReR(x) —ImS(x)ImR(x) | _a (34)

[ReR(X)]* +[ImR(x) ]*
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para a € S, donde:

R(x) = P(x,

Jx2 —k\) y S(X) = Qx

JH\).

Demostracién De acuerdo al Lema No. 1, para que R(x) y S(x) no tengan raices reales comunes es
necesario y suficiente que se cumpla una de las condiciones (i)-(iv). En este caso si x = a es una raiz real de

la ecuacion (32), entonces R(a) # 0y S(a) # 0, y consecuentemente esta es equivalente a la ecuacion:

—2¥x2k _ S(X) ReS(x)+ilmS(x)
" R(X) ReR(x)+ilmR(x)

e

_ Re S(x)Re R(x) —ImS(x)ImR(x)
[ReR(X)]? + [IMRMX)R(X)]?

+i ImS(x)Re R(x) — Re S(x)ImR(x)
[Re R(x)]2 + [ImR(x)]2

-2
Luego como e

2
X —k‘
es una funcidn real de variable real, la igualdad anterior se cumple si y sélo si:

ImS(x)ReR(x) — ReS(x)ImR(x) = 0,

0 sea, si y solo si:

2X

Vx? —k “E(A +C)x? —(BF—ED + kAE]: 0,

El conjunto solucién de esta ecuacion viene dado por

BF —DE + kAE
donde x1 =
E(A+C)

Trivialmente a € S es una raiz real de (32) si y solo si se cumple (34).

S = {xu, 0, x1},

BF —DE +KAE _
E(A+C)

-2
Nota: Un lema similar se tiene para la ecuaciéon e

VXz—k‘
R1(x) = S1(x) = 0 con solamente sustituir los
Vx? -k ‘).

parametros de R(X) y S(x) por los correspondientes de R1(x) = Pa(x, ‘ VX2 —k ‘ y S1(x) = Qu(X,

Teorema no.l La ecuaciéon

—2‘\/x2—k‘ —2‘\/x2—k‘

e R(x) -S(x)=0 [e R1(X)-S,(x) = 0}

no tiene raices reales si y solo si se satisface una de las cuatro condiciones siguientes:
a) ao1Poo - cooPor # O (ctoryoo = 0)
b) co1foo - cooPor = 0, caofio # 0 Y acorfoik + aoofo= 0

(coryoo - aooyor = 0, auioyor - aoryio # O Y aoryork + aooyoo = 0)
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C) co1foo - aooPor = 0, coofoo # 0 Y ao1Poik + coofo= O

(coryoo - owooyor = 0, aooy1o + ouzoyoo = O Y aoryork + cuooyoo = 0)

k
d) co1Poo - cooPor = 0, atzoPor - corP1o = 0y azoPfoo + atzofoo = 0, GotBorK + %ooBoo <0
(00110 — @10Bo1) (@o1Bor + A10B10)

a K+ ogoB
( Qo100 — CooYo1 = 0, ®19Y01 — %o1¥10 =0 Y QooY10 + Q10Y00 = ooy goL-00 < Oj

0,
(c01B10 — ®10B01) (01801 + @10B10)

O una de las tres condiciones siguientes

BF — DE + kKAE BF —-DE +kAE"
e) & _CETAE <0

E(A+C) E(A+C)

f BF — DE + kAE >0 BF -DE +kAE" S
E(A+C) EA+C) B
e-Z‘ m‘ . Re S(x)ReR(s) —ImS(x)ImR(x) | e-Z‘ m‘ ;) ReS;(x)ReR;(s) —ImS;(x)ImR4(x)
[Re S(x)]2 + [ImR(x)]2 | N [Re Sl(x)]2 + [Ile(x)]2

X=X}

donde x1 =

BF-DE+KAE |( , _ [BF-DE+kAE
E(A+C) ! E(A+C)

| o 2| Res(0) [e—zmi ReSl(O)]

g ReR(0) ReR,(0)

5.2. Determinacion de las condiciones para que D(x) satisfaga la condicion (ii)

Como

lim D(x)= lim P,,(x,2) - lim —501Z_iP10X+[300
| X[ || P3y(X,2)  |x|>0 —y01Z—iy10X + Y00

Se tiene trivialmente en el siguiente teorema.

Teorema no. 2. El limite del segundo miembro existe y es distinto de cero si y sélo si se cumple una de las
dos condiciones siguientes

a) Por + i Pro = 0y yo1 +ivyi0-0. En este caso el limite es

BOl _iB10

Yo1 +1700
b) Bo1 + i B0 =0y yo1r +ivy10 = 0. En este caso el limite es

Boo

Yoo

sil = 1, entonces multiplicando (23) por (1/1) y considerando las funciones:
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F =T1|:+, F =F yD, =T1D.

se obtiene la ecuacion funcional

_ 1 Ay(%,2) A(X,Z)
F(X) =D,(X)F +=| =2 Hy—H, + Hs |, 35
1( ) 2( ) 1 |(A1(X,Z) 1 2 A(X,Z) 3 ( )
para la cual se cumple que
lim D(x)=1.
‘X‘—)oo

5.3. Determinacidn de condiciones para que se satisfaga la condicion (iii)

Teorema no.3 Si se cumple simultdneamente la condicion a) y una de las condiciones b) o c) del teorema
no.l, y una cualquiera de las condiciones a) y b) del teorema no.2; entonces (D(x) — 1) e LA2 (R).

Demostracién: Probemos primeramente que (D(x) — 1) pertenece a CL(G\_{). Como DA(E)C CX(E) basta

probar que (D(x) — 1) € DA(G\_{). Si se cumple cualquiera de las condiciones a) o b) del teorema no.2, se puede
asegurar que Iim D(x)=I,y | = 1. Si | # 1 se considera (35), y se tiene entonces que siempre se puede
X |—>00

plantear que lim D(x)=1.
X |—>00

Si se cumplen simultdneamente las condiciones a) y una de las condiciones b) 6 c¢) del teorema no.1, es
facil verificar que [D(x) — 1] es una funcion acotada sobre ®, No es dificil comprobar ademas que:

D60 = 17 ZO{Q'(X)Ql(X)—Q(X)Qi(X)}
[Q.F

luego (D(x) — 1) € Da(®).

Por dltimo, como lim D(x) =1, los coeficientes de mayor grado de Q(x) y Q1(x) son iguales y consecuentemente

| x|

|D(x)-1|=0 {ﬁ} (36)
X

en un vecindad del infinito; y como D(x) es derivable en ®,

Se tiene que

+00
J| D(x) —1|2dx <+

Por tanto queda probado que D(x) - 1 € L”z(i).
5.4. Determinacion de las condiciones para que el término independiente de (23) sea elemento de L4 R)
Teorema no. 4. Si se cumple la hipétesis del teorema no.3 y, ademas, V(X, j), XV(X, j), Z—V(x,j), j:CTl,
y

pertenecen a L2(®), entonces el término independiente de (23), pertenece a L2(R®).
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Demostracion: Tenemos que el término independiente de (23) tiene la forma:

_ Ay(Xx,2) 3 A(x,2)
H(x) = —Al(X, 2) H,(z) —H,(x) + A(2)

H3(X) ’

De acuerdo a las condiciones impuestas, es evidente que Hi(x), Hz(x) y Hs(x) son elementos de L2(®), y
Ap(%,2)  A(X,2)
A(%2) " Ay(X,2)

son funciones acotadas sobre R,

De aqui se implica obviamente que H(x) € L2(®).
6. CALCULO DEL INDICE DEL COEFICIENTE

En este epigrafe se estudian dos casos particulares del coeficiente correspondiente a o1 = for =yo1 = 0
y auo = B1o = y10 = 0. Se concretan las condiciones que se exigen en los teoremas 1, 2, 3y 4 en cada caso y
se determina el indice del coeficiente.
caso no.1 (o1 = Po1 = yo1 = 0)

La ecuacién (23) toma en este caso la forma.

F*(x) = D(X)F~(x) + H(x), (37)

donde:

D(x) = Boo —i_BooX'
Yoo —1710X

HE = PPy 00600,

Yoo —1Y10

Lema no. 3. D(x) satisface la condicién i) si 'y sélo si yooPoo # 0.

Demostracidon: Obvia. También son triviales las demostraciones de los lemas 4, 5y 6 que se enuncian a
continuacion.

Lema no. 4. Para que D(x) verifiqgue la condicion ii) es necesario y suficiente que se cumpla una de las
condiciones siguientes

1) Bfo + on =0V vooBoo #0
2) Bioywo= 0
y considerar en lugar de (37) la ecuacién

R () +F (X)) =Hy(x), (38)

donde F"(x) = Yoo g+ FL(X)=F y H;(x) =G}, —mGil(x), cuando se cumple la condicién 1) y
00 00

£ _ Mpﬁ D _ Y10(Boo —iB10X) CE-=F yH _ Y10(Boo —1B10X) G _G: 39
1 () 10 1) B1o(Yoo —i710%) ! Y Fa(x) B1o(Yoo —i710X) 12() () 55

cuando se cumple la condicion 2)

Lema no. 5 si se cumplen las condiciones de los lemas 3 y 4, entonces D(x) cumple la condicion iii).
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Lema no. 6 si se cumplen las condiciones de los lemas 3 y 4, entonces H(x) € L2(®).

Lema no. 7 si yooPoo # 0 Yy y10B10 # 0, el valor absoluto del indice de Di(x) es menor o igual que 1y se cumple
que

a) Ind D1 = -1 siy solo si sgnﬁﬂ> 0ySgnt® <0

10 Y10

b) Ind D1 = 0 si y sélo si sgnBﬂ: sgn oo
10 Y10

c)) Ind D1 = 1 siy sélo si sgnﬁﬂ<0ysgnm>0
B1o Y10

Demostracion: Trivial.
caso no.2 (oo = P1o = y10 = 0)
En este caso la expresion (24) toma la forma:

Ko (X)

P =0

(40)
donde:
Ki(x) = efz‘ i [Ai(xz ~K)+BiWXZ —k +Ci } - [Ai(xz _K)=Bix? —k +Ci } i-01 (41)
Ao = - a01fo1, Bo = aoofor — ao1Poo, Co = ctooPoo,
A1 = - ao1yo1, B1 = aooyor — ao1yoo, C1 = aooyoo,

Lema no. 8. El indice de la funcién D(x) es cero si se cumplen las condiciones del teorema no.3.

Demostracién

Ko (0K (x) =Ko (X)K3(X)
Ko (K (X)

d[in D(X)] =

donde: K (x)K,(x)— Ko (x)Ki(x) = O(x?), Ko(x)K1(x) = O(x*) en una vecindad del infinito. Ademas, como es
facil verificar, Ko (X)K41(x) — K (X)K1(X) es una funcion impar, y Ko(x)K1(x) es una funcion par, que no se anula
sobre el eje real por el teorema no.3. Luego:

Ind D(x) = zim Jaanpe) =o.

7. DETERMINACION DE LA SOLUCION DEL PROBLEMA (1)-(5) HOMOGENEO
En este epigrafe se determina la solucién en cuadraturas de problema 1)-5) homogéneo en la clase S,

correspondiente a los casos 1) y 2) del epigrafe anterior cuando -1 < Ind D(x) < 0 y se prueba que en el caso
de Ind D(x) = +1 el problema no esta correctamente planteado.
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caso 1 (a1 = Por = yo1 = 0)

En este caso la expresion (23) toma la forma

Frx) = PooZ1P1oX -y Poo 110X 0y 1) (42)
Yoo — V10X Yoo — V10X

sustituyendo (21) y (22) en (10) y considerando las restricciones de este caso se tiene que:

Uy = —2) g 60+ 2% gr v Fr(0). (43)
Qoo — 100 Boo —1B1oX
Ak iy
A(X) = (44)

ek _ gy

e\/xz—k(—1+y)_ e\/xz—k(l—y)
e—\/xz—k _ e\/xz—k .

B(x) = (45)

Considérese la clase A de los coeficientes Boo, Pio, Yoo Y yor que cumplen uno de los conjuntos de
condiciones siguientes:
al) yooPoo # 0, Bioy1o # 0, SgNPoo = SgNPio Y SgNyoo = SgNy1o,
a2) yooBoo# 0y vio —Bio # 0,

y la clase @ de los mismos coeficientes que cumplen:

b1) yooPoo# 0, y10B10% 0, SgNPoo # SgNP1o, SgNyoo # SgNy10 Y SGN Poo _ sgnYo0

10 Y10

Teorema no. 5 si k < 0y los coeficientes Boo, Yoo, B1o Y y10 pertenecen a la clase 4 o B, entonces el problema
1) -5) homogéneo tiene solucién Unica u(x, y) en la clase (6) dada por:

ux, y) =V -U(xy) (46)

donde U esté determinada por las férmulas (43), (44) y (45) y

. +00
LM Ihl(t)ei“dt, si se cumple la condicién a),
V21 Yoo —iv10X °
1 B +o0 '
Fr(x) = {—— =% Ihl(t)e'“dt, si se cumple la condicién a,),
\/Z Too §
+0
h,(t)e™dt, si se cumple la condiciéon b,),
'[ 1 p 1
2n
(47)
siendo
hi=V H: (48)
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GIZ(X)—MGIl(X) si se cumple la condicion a;)
Boo —iB1oX
y Hi(x) = GIz(x)—gﬂGil(x) si se cumple la condicién a,). (49)
00
Boo —iB1oX

- G1,(X)—Gy;(x) sise cumple la condicién b;)
Yoo — 110X

Demostracion: Si los coeficientes Boo, yoo, B1o Y Y10 pertenecen a la clase 4 o bien a la clase 3, entonces el
problema (42) tiene solucion Gnica por ser el indice cero, que esta dada por (47) y

1
Ne

1 ygo —iyaeX

V2r Boo —iB1oX

F(x) =

0

J.hl(t)emdt, si se cumple la condicién a; 0 a,)
- 0 ‘ (50)
jhl(t)e"“dt, si se cumple la condicién b,)

—0o0

donde h: esta dado por (48) y (49), ademas en (43) Gio(X) € L2(®), G11(X) e L3(R) y F'(x) e L5(R). Luego de

acuerdo a la definicion de A(x) y B(x), U(X, y) y X2U(X, y) pertenecen a L2(®) para todo y, 0 <y < 1; por lo
tanto u(x, y) pertenece a la clase (6).

Teorema no. 6 Si yooPoo # 0, y10B10 # 0, SgNPoo # SgNP1oy Sgnyoo # SQNyio, €ntonces el problema 1) -5) tiene
solucién u(x, y) que depende de una constante en la clase (6) dada por (46), (43)-(45) v:

F(x) = Boo — i_BloX Gt Yoo

12(X) + -
Yoo —W10 Yoo — 10X

Demostracion. Aplicando el teorema de prolongacion analitica y el teorema generalizado de Liouville, de
(42) se obtiene

. —iPBqpX —iBgX _ C
E (X) _ BOO .BlO GIZ (X) — BOO 'B1o E (X) _ G11(X) — g
Yoo —W10X Yoo —W10X Yoo —W10X

Luego, obtenemos F%(x) en las clases L5(® ) por las formulas

F+(X) - BOO B I-BlOX GIZ(X) + C ,
Yoo — 10X Yoo — 10X

oy — Yoo — V10X ~-
F(x)= ————G;(X)+ —.
Boo —1B10X H Boo —iB1oX

1 1

Como A(X), x2A(x), B(xX), x2B(x), - y :
Yoo —1Y10X ~ Boo —1P10X

son funciones acotadas, y como Gio € L2(®),

Gi; el (R), G el (R) Y ; e L2(®) entonces, U(x, y) Yy x2U(X, y) pertenecen a L2(®) para todo v,
—iy X

Yoo 10
0 <y < 1; por tanto, u(x, y) pertenece a la clase (6).

Teorema no. 7 Si yooPoo # 0, y10P10 # 0, SgnPoo = sgnPioy Sgnyoo = Sgnyio, entonces el problema 1) -5) tiene
solucién Unica u(x, y) en la clase (6), dada por (46)-(43)-(45) y

1

T2

F*(x) =

jhl(t)ixt dt;
0
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donde ha(t) se define por (48), (49)(caso de la condicién bl); siempre que se cumpla la condicion adicional

[ RO __o, (51)
2 Biot+Bool

Demostraciéon: Haciendo

F () = Poo =%P1o -

Yoo —XY10

llegamos al problema de salto

Fr(x) = Fy (x) = Hu(x),

donde
—iByoX _
Hix) =P TPaoX g (0670,
Yoo — V10X
Por tanto

+00
-1 j hy(t)e™dt,

\ 2% 5

F(x) = 1 yoo —Xy10 J‘ hy (e dt

\/ZBOO XB1o -

y hi(x) se define por (48).

Boo

10

En este caso, como F7(z) tiene un polo de orden uno en el punto to - i del semiplano inferior, para que

el problema tenga solucién se requiere que

0
j hy(H)e™dt ,

+00

Boo

10

tenga un cero en - i de igual orden de multiplicidad. Por la relacién entre las integrales de Cauchy y de

Fourier se tiene:

H1(t) dt =

H; (z )——j J_ j J(He™dt, (52)

00

para Imz < 0. Desarrollando la integral de la izquierda de (52) en series de potencias de (z + l3ﬂi), e

10
igualando a cero el coeficiente de grado cero del desarrollo, se elimina el polo de F7(z). De aqui se obtiene
evidentemente la condicion (51).

Por un analisis similar al realizado en el teorema no.5, se comprueba facilmente que u(x, y) pertenece a la
clase (6).
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caso 2: (a0 = PB1o = y10 = 0) En este caso la expresion (23) toma la forma

Frx) = 200 E + HEx), (53)
(%)

donde:
A(X) =BV x? - KA (X) +BogV x? - KA3(X) +BooAs(X) —BooA2(X),

A1(X) =y, x? - KA,(X) + 701 X% - KA3(X) +700A3(X) — Y002 2(X),

H(x) = AAl((XX)) Gi, - ii((:)) [Y00A4(X) —Y00As(X) = Vo1V x% - KAL(X) = Y01 x% — kAs(X)}

(ill((x))[yOOA3(x) Yoo VX? —KA,(X) + 70, VX* = AS(X)}

Ao(x) = cigye ™ + g VX —k eV K,
As(X) = 008V — 1y XE —k @K,
Aa(X) = Bop +BrVx® —k,
AS(X) = Boo —Bosyx? —k,

Sustituyendo (21) y (22) en (10) y considerando las restricciones de este caso se tiene que.

A4(X)G2(X) = A2 (X)G11(X) — A (X)F" (X) e ky

U(x,y) = AG)

+ As0IF () = A5 ()G (X) + A3 (X)G1a(X)  —xeky
A(X) .

(54)
Considérese la clase ¢ de los coeficientes Boo, yoo, Po1, yo1 que cumplen:
a) yo1Boo — yooPo1 # 0 y una de las condiciones siguientes
b) Boiyor # 0
c) Bgl + Y(z)l =0
Teorema no. 8: si k < 0y los coeficientes oo, Yoo, Po1, yo1 pertenecen a la clase ¢, entonces el problema 1) -
5) homogéneo tiene solucion Gnica u(x, y) en la clase (6), dada por u(x, y) = V-'U(x, y), donde U(x, y) esta
dada por (54) y (ver [2]):
FE() = XEX)y*(x). (55)

siendo:

X*(x) = e[*(X), (56)

42



+ — 1 ¢ ixt
™ =— t dt, 57
(9= ! ¥(e (57)

(x)=— Mg, (58)
_ A(X) e
v = ‘/_ jl O (59)
WX) = — F j o(t)e™dt, (60)
w(x) =— F L o(t)e™dt, (61)
o(X) = H() (62)
X*(x)

Demostracion: Si Boo, Yoo, Po1, yo1 pertenecen a la clase ¢, entonces por los teoremas no.3 y no.4:

- AX)

D(x) - 1
™ A4(x)

~1el5(®R) Y HX) 4(x) € La(R).

Luego, como en este caso ind D(x) = 0, se tiene que el problema de Riemann (53) tiene una solucién Unica
dada por (55)-(62) (ver [1]) y FX(X) € L3(R).

Se verifica facilmente, ademas, que de acuerdo a las definiciones de capitulo (2):
X¥(x) € L3 (R +1),
I*(x) L5 (R).

vi(X) e L3 (R),

Solo falta probar que la solucién se encuentra en la clase (6) deseada. Para ello expresamos (54) en la
forma;

Ay (x)e V¥ kY G, (0 Ay (x)e VXY Goi(x) Ay (x)e VXY

SN E T g ST ST

FT (%)

L A0 L Ag00e Y Ay (ge

NS AN AN G11(x) (63)

Como G2(x), G11(X) y F*(x) son elementos de L2(®) sus coeficientes respectivos en (63) son funciones

acotadas sobre ® para todo y, 0 <y < 1, se tiene que U(X, y) € L2(®). Por un andlisis similar es facil
comprobar que:
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X2U(x, y) € La(®), (64)
d2
— (U y)]eL,(®) (65)
dy

Luego, u(x, y) pertenece a la clase (6).
8. CONCLUSIONES

Los resultados alcanzados en el presente trabajo, permiten la solucién de variados problemas de la fisica
matematica que se reducen a un problema de tipo eliptico, a partir de la novedosa técnica de resolver un

problema de Riemann de solucién conocida.

Lo importante del método utilizado es que la solucion obtenida en cuadraturas, facilita su utilizacion por
profesionales que no sean especialistas en los problemas de contorno de la teoria de funciones analiticas.
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