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Resumen

El presente trabajo esta dedicado a exponer una represen-
tacion diagramatica de la categoria derivada de un algebra
no hereditaria. Se describe primeramente algunas pro-
piedades de los tridngulos de Auslander Reiten, los cuales
constituyen una herramienta fundamental para la cons-
truccion del carcaj que representa a la categoria estudiada.
Finalmente se expone el proceso de construccién del carcaj

que representa a la categoria derivada.

Abstract

This work is dedicated to expose a diagrammatic represen-
tation for the derived category of a non-hereditary algebra.
At first, the Auslander Reiten triangles and their proper-
ties are described. Finally, the construction process of the

quiver which represents the derived category is explained.

1. Categorias de Krull Schmidt

Definicion:

Se dice que € es una categoria de Krull-Schmidt si para todo
objeto indescomponible Z € ¢ el anillo End(Z) es local, es
decir, posee un unico ideal maximal y ademas para cada
X,Y € ¢el conjunto Hom (X,Y) tiene estructura de K-espacio

vectorial de dimension finita.

Se puede probar que:

Teorema:

En toda categoria de Krull-Schmidt C se satisface el teo-
rema de Krull-Schmidt, es decir, todo objeto de C se des-
compone como suma de objetos indescomponibles y esta

descomposicion es tnica salvo isomorfismos.

Definicion:
Sea € una categoria de Krull Schmidt y XY €. Se define
rad(X,y) como el subespacio de Hom (X,Y) formado por to-
dos los morfismos no inversibles.

Y el conjunto rad?(X,Y) se define como los morfismos de
la forma fg con g € rad(X,M), f € rad(M,Y) para cierto M € €.

Ademas se denota

Irr(X,Y) = rad(X,Y)/rad*(X,Y)
Definicion:

Un morfismo h:X — Y se dice irreducible si:

e hno esseccion,

e hno esretraccion,

e Sih=h,hh=hh, esuna factorizacion cualquiera de h
entonces se cumple que h,h, es retraccion o h h, es sec-
cion.

Se tiene entonces que:
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Proposicion:
Sea € una categoria de Krull Schmidt y X,Y € ¢ objetos in-
descomponibles. Entonces f: X — Y es irreducible si y solo si
ferad(X,Y)\rad*(X,Y).

Ahora se presentara una forma de representar a C me-

diante un carcaj.

Definicidon:
Sea € una categoria de Krull Schmidt entonces se define el

carcaj ['(¢) como sigue:

e Losvértices son las clases de isomorfismo de los objetos
indescomponibles de ¢, siendo [X] = [X'] siy solo si X = X".

e La cantidad de flechas del vértice [X] a [Y] viene dada
pord,, =dimlrr(X,Y).

En caso de que ¢ =modA entonces el carcaj I'(modA) recibe
el nombre de carcaj de Auslander Reiten del dlgebra A.
Para un estudio mas profundo de las categorias de Krull

Schmidt puede consultarse [1].

2. Triangulos
de Auslander Reiten

Durante el resto de este trabajo ¢ = (¢; 7; T) denotara una

categoria triangulada y de Krull-Schmidt.

Definicion (Categoria Derivada):

Sea A una categoria abeliana y K (A) la categoria de com-
plejos sobre A cociente la relacién de homotopia. Una ca-
tegoria D(A) se llama categoria derivada de A si existe un
funtor Q:¥ (A) — D(A) que satisface:

(DC1) Sifes un cuasi-isomorfismo entonces Q(f) es un iso-
morfismo.

(DC2) Cualquier funtor F:¥(A) — D que trasforme cua-
si-isomorfismos en isomorfismos puede ser factori-
zado de forma tnica sobre D(A), es decir, existe un
unico funtor G: D(A) — D tal que F = GQ.

Nota: Si en la definicién anterior se sustituye K (A) por
XKP(A) se obtiene entonces la categoria derivada de com-
plejos acotados que se denota por D°(A).

El teorema que asegura la existencia de la categoria de-
rivada asi como las propiedades fundamentales sobre cate-
gorias derivadas pueden ser consultados en [2].

En el caso en que A es un algebra de Artin se denota por
DP(A) a la categoria derivada de complejos acotados de
modA.

Esta seccidn se centrara en la descripcién de herramien-
tas que permitan estudiar el carcaj de Auslander Reiten de
DP(A), el cual se denota por I'(D"(A)) .

Las demostraciones que no sean desarrolladas aqui se
pueden estudiar en [1].

Durante todo este trabajo ¢ = (¢; T; T) denotara una cate-

gorfa triangulada y de Krull-Schmidt.

Definicion:

w Y v Z w

tridngulo de Auslander Reiten si:

Se dice que un triangulo X TX esun

(AR1) Xy Zsonindescomponibles,

(AR2) w#0,

(AR3) Sif: W—-Zno esretraccién entonces existe f: W— Z
tal que f= vf’, visto en forma de diagrama conmu-
tativo quedaria: €

\W
vy A
X——Y ——Z7Z—"—TX
Definicion:

Se dice que ¢ tiene tridngulos de Auslander Reiten si para
todo objeto indescomponible Z € ¢ existe un triangulo de
Auslander Reiten de la forma:

X—Y—7——TX

Proposicion:
Si Xty g

der Reiten entonces u y v son irreducibles.

TX es un triangulo de Auslan-



Si A es una K-algebra se conoce entonces que el funtor de

Nakayama
v =DHom ,(—,A): P— I

induce una equivalencia entre las categorias P e AI, mas
adin, una cuasi-inversa para el funtor de Nakayama es
v~ = DHom (D(A,),—). Es decir, existe una transformacion
natural inversible ap:DHom(P,—]—»Hom(—,vP] o de forma
equivalente, para cada X € modA existe una dualidad de

espacios vectoriales
(':'): HOI’H(P,X) x HOm(X,VP)—)K, (f'Tl)'—’ (5'77),

tal que (u &) = (§, nu) y (§m, vmrn) = (¢, nu) para todo mor-
fismo u€ mod Ap y todo morfismo 7€ P.

Teorema:
Sea A una K-algebra de dimensidn finita y de dimension glo-
bal finita. Entonces la categoria D°(A) tiene tridngulos de

Auslander Reiten.

Demostracidn:
El funtor de Nakayama induce una equivalencia, que se se-
guira denotando por v, entre las categorias X°(,P) y K°(,I)
y una transformacién natural inversible
«, DHom(P',—)—Hom(—,vP").
De hecho si X € K*(modA), la dualidad asociada
(,): \Hom(P',X) x Hom(X,vP')-K,
se define como
(Em=2=1DYE ).
Como A tiene dimensién global finita entonces D°(A) es
equivalente (como categoria triangulada) X*(,P) y a K°(,I).
Luego todo objeto de D°(A) puede ser escrito en la forma
P donde P€ K"(,P).

Supdngase ahora que P es indescomponible en DY(A)y
sea ¢ € D Hom(P-,P’) la forma lineal definida sobre End(P)
que se anula sobre rad(End(P)) y cumple ¢(id,) = 1. Consi-
dérese a,.(¢) € D Hom(P',vP’), a,.(¢) es una forma lineal no
nula tal que a,.(¢) f = 0 siempre que el morfismo f € D*(4)
no sea una retraccién. Esto implica que

T"'vP Mc(T " aP () p—2 e pp

satisface (AR3). Luego es un triangulo de Auslander Reiten.

El siguiente lema afirma que los tridngulos de Auslander
Reiten de una categoria triangulada C llevan la informa-
cién del carcaj I'(C).
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Lema:
Sea C una categoria triangulada de Krull Schmidt que po-
see triangulos de Auslander Reiten, Xy M objetos indescom-

poniblesen Cy X — Y —— 72 ——TX
Y=@LY"

un triangulo
de Auslander Reiten. Sea una descomposiciéon
de Y en objetos indescomponibles tales que ¥, = Y, implica
i = j. Entonces Irr(X,M) # 0 siy solo si M, Y, para algln i y

ademas se tiened. =d_, .
i XM

3. Estudio
de la categoria D"(4)

En esta seccion se daran resultados y métodos para la
construccioén del carcaj de la categoria derivada de comple-

jos acotados de modA.

Proposicion:
Si A es hereditaria entonces los objetos indescomponibles
de DP(A) son isomorfos a complejos concentrados cuyo ob-

jeto concentrado es indescomponible.

Demostracion:
Como DP(A) es equivalente a K*(,I) basta probar que todo
indescomponible en K"(,I) es isomorfo a algin

0 I v 0

&’

siendo @ epimorfismo.
Sea I' un indescomponible de XK"(,I). Trasladando, en
caso de que sea necesario, se puede asumir que /" tiene la

forma:
0 r——1——r

donde I°# 0. Sea I' —— X —— I' una factorizacién de d’

ey,

con g epimorfismo y h monomorfismo. Como 4 es heredita-

riase tiene que X es inyectivo y h es una seccion. Luego se tie-
. . (hw) 1

ne un isomorfismo en modA de la forma X @ ¢ ——— I,

Como d’h = 0, se tiene un isomorfismo de complejos:

0 r I r r

0 Ir'eo X@0

s (0]

ogr or

(50
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De donde

es cero o
0 C r r

es cero. En el primer caso se deduce que el complejo " tiene
longitud menor y se reitera el razonamiento. En el segundo
caso [ es isomorfo a

0 rr—X 0

Nota: En el caso de que A no sea una K-algebra heredita-

ria se sigue cumpliendo que los concentrados de objetos in-
descomponibles seran siempre indescomponibles en D*(4)
pero, ademas existira al menos un objeto indescomponible

no isomorfo a un concentrado.

Proposicion:
La séxtupla
(rt)
T'l, ———T"'1,/SOC(L) ®rad (P.)

es un triangulo de Auslander Reiten.

(170 4)

})a_’-[a

4. Analisis de la categoria
D (A) en un algebra
no hereditaria

El proceso de construccion del carcaj que representa a la ca-
tegoria DP(A) para un dlgebra no hereditaria suele ser en la
mayoria de los casos muy complejo. Esto se debe a que no
existe un método sencillo que permita describir I'(D®(A))
para un algebra no hereditaria como sucede en el caso he-
reditario.

Esta seccion tiene como objetivo describir el proceso
de construccién de D°(A) cuando A es el dlgebra dada por
el carcaj 1 —~—~2 —% -3 sujeto a las relaciones dadas
por el ideal (Ba) el cual coincide con radical cuadrado del
carcaj.

No se pretende ser demasiado exhaustivo en la justifi-
cacion de todos los resultados sino mas bien ilustrar las
diferentes técnicas que se utilizan para la construccién de

dicho carcaj.

Nota: Se tomara el convenio de identificar todo modulo

PemodA con el complejo concentrado en 0 asociado a él en

la categoria D*(A). Asi que cuando se diga que un médulo P
en DP(A) es vértice del carcaj debera entenderse que

«.—= 0 - P— 0 — - es un vértice del carcaj.
Del carcaj de Auslander Reiten del algebra de A4, cuya es-

tructura es P

se tiene que los concentrados de los vértices de dicho carcaj
son indescomponibles en D*(A), es decir, son indescomponi-
bles: P3, P%, P!, $? e I'. Conviene ahora buscar las expresiones
que representan a $? y a I' en la categoria de complejos acota-
dos de proyectivos que es equivalente a D*(A4) y para esto bas-
ta con calcular resoluciones proyectivas para estos médulos:
p,—»>P,—>5 -0,
p,—>p,—>P -1 —-0.

Entonces S, e I, en D°(A) serian respectivamente
...—)0—)p3—)p2—)0—)...y
...—)0—>P3—>P2—>P1—>0—>..._

Se puede comprobar que -+ —> 0 = P, > P, > 0 > - es
indescomponible. Ademdas analizando los morfismos no so-
breyectivos de la forma P\*@P:"@P;" — P'@®P;@P5  se
puede probar que el complejo-—=> 0 = P2 > P! =5 (0 = -
es el Unico indescomponible no isomorfo a un concentrado.
Ademas el complejo
0 P,——P, 0

es isomorfo al cono del morfismo 9:P, = P, el cual se de-
nota por Mc(0).

Analizando el carcaj de Auslander Reiten de A se tiene
la existencia de un morfismo irreducible S, - P,. Ademas

se tiene el siguiente morfismo irreducible de S,[0] — P_[-1]:

SZ ) W T
Bt P 0
Entonces la construccién de I'(D°(4)) comenzarfia:
P0]
S
Nay

Luego de la resolucién proyectiva que represen-

taal se deduce la existencia del morfismo irreducible

24



P.[-1] = Mc(0)[0] dado por:

Rl-1]= P 0
Mc(d)[0] = P P
Se puede ver que el morfismo de P,[0] = Mc(d)[0] dado por
P[0] = — 0 — B — ..
Mc(9)[0] = — P —— B — ..
es irreducible. Entonces la construccién seguiria:
R 0]
S, Mc(3)[0]
Ps [_ 1]

Ahora se deben buscar morfismos que salgan del cono de
d. Se tienen los morfismos irreducibles Mc()[0] =P,[-1] y
Mc(9)[0] —1,[0] dados respectivamente por

Me(d)[0] = P, —— P
P
Pl-1]= P 0
(d)[0] = 0 P, P
L [0] = P P P,
Entonces el proceso de construccién continua:
P 0] R[-1]

/ N /
Me(®) ]

\ / AN

Pl-1 L[0]
Aunque A no es hereditaria para los vértices j del carcaj
asociado a A tales que el mddulo E, descrito en la seccion
anterior, sea no nulo se cumpliré que el siguiente tridngulo

sera de Auslander Reiten:
I Trad(P); @ 1,;/SOC(I;}) —— TP, —— TI,

Donde T es el funtor de translacion [-1].

Talesel casodelosvértices 1y 3 del carcajl

Y por tanto se tienen los tridngulos de Auslander Reiten:

2——t-3.
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S.[—1] P[-1] —L[-1]
=L[0] — S,[0) — B[~ 1] — L[ 1]

L[0]
B0]

Aplicando una translacién al altimo tridngulo se tiene:
Pl=1]=L[-1] S:[=1] Pl-2] —L[-2]

De la proposicién enunciada en la seccion referente a los

tridngulos de Auslander Reiten se tiene que los dos prime-

ros morfismos que aparecen en los tridngulos anteriores

son irreducibles. Entonces el paso siguiente para construir

el carcaj ['(D(4)) seria:
Rlo]

/ AN

P[—1]

/\/

Mc(9) S,[—1]

\/\/\

pl=1] L[0] p[-2]

Pero aqui ya se ve una regularidad en el grafico y razonan-

Rl-1]

do de la misma forma se continua desarrollando el carcaj
a ambos lados. Luego el carcaj que representa a la cate-
goria derivada de complejos acotados de mddulos sobre
1——2

3 sujeto a las relaciones dadas por {Ba) es:
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