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Resumen

Se estudia un problema conductivo sobre la estructura de tipo
esqueleto bidimensional mas simple, se obtiene el problema ho-
mogeneizado, mediante un método basado en la promediacion
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que descri-
ben tal proceso y el principio de division. La estructura de tipo
esqueleto que se debe considerar resulta de la interseccion de un
dominio con frontera suficientemente suave y una region rectan-
gular que consiste en dos sistemas periddicos de “finas” franjas
que se extienden en la direccion de los ejes coordenados. Se
enuncia un teorema que garantiza la proximidad entre la solucion
del problema original y la solucion del problema promediado, en

la norma adecuada.

Abstract

In order to study a conductive problem over the simples
two-dimensional framework, a method based on the averaging
of the partial differential equations describing such processes
and the splitting principle, is considered. The skeletal structure
is taken as the intersection of a domain with smooth boundary
and the simplest two —dimensional rectangular framework,
consisting of two periodic systems of “thin” strips stretched
in the coordinate direction. It is also stated a proved a theorem
on the closeness of the original problem to the averaged one, in

the proper norm.

1. Introduccion

En numerosas ramas de la ciencia y la ingenieria se han adoptado
materiales heterogéneos que consisten en distintos volimenes de
compuestos (homogéneos a un nivel mayor que el molecular) con
diferentes propiedades, véase Panasenko (2007) [6]. Estos mate-
riales compuestos estan constituidos por al menos dos fases y son
fabricados para lograr mejores valores de las propiedades que
presentan sus componentes por separado. Se dice ademas, que po-
seen estructura periddica, cuando estan formados por elementos
recurrentes (células o celdas), cuyas dimensiones se asumen mu-
cho menores que las dimensiones espaciales macroscopicas.

Un caso particular de medio heterogéneo con estructura pe-
riddica, lo constituyen las estructuras perforadas, donde el vacio
es uno de los compuestos. Perforada significa, desde el punto
de vista matematico, que las ecuaciones no estan definidas en
todo el interior del medio y que, por tanto, existen condiciones
de contorno en la frontera de los huecos (donde no se define la
ecuacion).

Los materiales compuestos, en general, pueden presentar un
gran numero de heterogeneidades y la caracterizacion de sus
propiedades se puede llevar a cabo a escala local, pero resulta,
en la practica, mucho mas interesante dar con una caracteriza-
cion global del compuesto. Digamos un comportamiento gene-
ral (o efectivo), sin atender a las fluctuaciones ocasionadas por

sus heterogeneidades.
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En este trabajo se considera un caso particular del proble-
ma estacionario de la conduccion del calor sobre una estructu-
ra perforada bidimensional de tipo esqueleto. Tales estructuras
presentan grandes huecos y poca cantidad de material, concen-
trado en barras (franjas en el caso bidimensional).

Este tipo de estructura ha sido adoptada fundamentalmente
en la ingenieria civil —construccion de puentes, instalaciones
industriales, viviendas, soportes para lineas de energia eléctri-
ca—, pero también cuenta con otras aplicaciones. Por ejemplo:
para el estudio del movimiento de aguas subterraneas y el escu-
rrimiento de sustancias a través del suelo, se emplea como mode-
lo geométrico un sistema capilar, el cual puede tratarse como una
estructura de este tipo, véase Martinsson & Babuska (2007) [5].

Para estudiar el problema conductivo mencionado anterior-
mente, en la estructura de tipo esqueleto bidimensional mas
simple, se propone un método basado en la combinacion de
técnicas de perturbacion a escalas multiples y de promediacion
de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que des-
criben ese proceso. Este trabajo se basa en un estudio de esos
métodos combinados, siguiendo en lo fundamental la exposi-
cion del Capitulo 8 de Bakhvalov & Panasenko (1989) [2] y en

lo adelante esta estructurado de la siguiente manera:

La segunda seccion esta dedicada a la descripcion geomé-
trica de la estructura y la formulacion de las ecuaciones di-
ferenciales en derivadas parciales que describen el proceso
conductivo con sus respectivas condiciones de contorno. En
la tercera seccion se aplica el método de homogeneizacion
asintotica en la busqueda de una solucion aproximada que
dependera del segundo parametro pequefio (relacionado con
el espesor de las franjas). En la seccion cuarta se construye
el problema promediado definitivo, basandose en el princi-
pio de division para la estructura en consideracion. En la
quinta seccion, para casos limite, como el caso isotropo, se
ilustra la importancia de los resultados, comparando la so-
lucién original del problema, calculada a través de métodos
numéricos, con la solucion del problema promediado. La
seccion final esta dedicada a las conclusiones, a comentar
posibles trabajos futuros y al conocido resultado sobre la
investigacion de la solucion para el problema en la celda pe-

riddica localizado en [2].

2. Formulacién de problema

Sea §_ una malla definida sobre un plano, cuyos nodos tienen
por coordenadas (k1€,k:€) = ke | donde k,, k, son nimeros en-
teros y € 1 un parametro pequefio. La malla consiste en lineas
rectas 1., ITi que pasan por los nodos y son paralelas a los
ejes z, y z, respectivamente. Denétense por Bk, B las franjas
formadas por puntos cuya distancia a I}, y a 1T respectiva-
mente, es menor que #€ , donde #0501 es el segundo pardme-
tro pequeiio.

A la union de todas las franjas B=Bi:  se le denomina es-

tructura rectangular periodica B:

B es un sistema de finas franjas que se extienden a lo largo de
cada una de las direcciones de los ejes coordenados.

Sea G un dominio con frontera 9G € ¢~ , la cual es indepen-
diente de € y de 1.

En el dominio BNG | considérese un campo térmico esta-
cionario con condiciones de aislamiento en la frontera interior

y temperatura constante en la frontera de G.

3(, 2
Puz (4.3 )+@) =0, s BNC 0.1
9L =0, reaBNG ©0.2)
u=0, €3GNB 0.3)

En las ecuaciones anteriores & = (21,>) , los coeficientes A
son constantes y la forma cuadratica A4,,7,7, es simétricay

definida positiva. El simbolo /0w representa la derivacion a

lo largo del vector conormal: 9 — 9
g 0 = "rdm g

coseno del angulo entre la normal exterior y el eje z .

donde n_es el

La resoluciéon de (0.1)-(0.3) por métodos numéricos se difi-
culta enormemente para €01, #01 debido a que el tamafio del
paso de la malla debe ser de un orden mucho menor que &, por

lo tanto se propone una investigacion asintotica del problema.

3. Método de homogeneizacion asintética

Para u fijo la estructura puede ser considerada como un medio

poroso periddico con periodo de la celda €, y por tanto tiene
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sentido, para cada x, buscar la solucion en la forma de una ex-
pansion asintotica en términos de € solamente.

Considérese la expansion asintdtica de segundo orden
(wi(z,y) =0, Vi=3) | donde los coeficientes son funciones
1-periddicas con respecto a la segunda variable
(w(z,y+1) =wlz,y) Vi=1,..,s):

u? (z,y) = uo(z,y) + ew (z,y) + €'w (2,y) (0.4)

Notese que, dada las consideraciones anteriores, v también
dependera de fe.

Para toda funcién u(z,y), considerando independencia entre
las variables rapidas y lentas y aplicando la regla de la cadena

es facil comprobar que:
9 (4 Ou
au ) 71 a.Tr (A"Vm ay’ﬂl ) +

-9
P“f_axr(“‘max 2 (s g—“)
Yr " O,

+ 0.5)

+e gy (An gy )+

Denotando por Last = %(Av‘m %) al operador lineal invo-

lucrado en la expresion anterior es posible escribir:
Putf=L.u+e'[L,u+Lou]l+e’Lyutf
Sustituyendo (0.4) en (0.1) y agrupando segtn las potencias de

€ se obtiene:
Lu?+f=¢e*Lyuy+ & [ Ly + Lojttg + Lytto |+ Lyyu* +
+L,u' + Low’+ f+ €[ Loyus + Loty + Lo |+ € Lt

La expansion asintotica debe satisfacer la condicion de solu-
cion asintotica formal de la ecuacion, por tanto, tiene sentido
imponer la anulacién del miembro derecho de la expresion an-
terior. Sin embargo, para obtener la ecuacion homogeneizada
basta exigir que sea O(e).

Igualando a cero los términos de orden €72, € y €’ se obtienen

las siguientes condiciones en el interior del medio:

Lyu=0 (0.6)
Lyyul = LryU/O - LyxuU (07)
L?/y Uy —— Ln/ U — LW Up _f (08)

Los términos de orden €'y &? involucran la discrepancia.

De manera analoga con (0.5), haciendo la misma consideracion
de independencia entre las variables y aplicando regla de la
cadena, se verifica para la condicién de frontera interior la si-

guiente igualdad:

aa—qJU(x,y) n,A., gx +e'nA, gu = o
-9 +6’18—u ©
v, vy
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Sustituyendo la expansion en la condicion de frontera inte-

rior y agrupando en potencias de se obtiene:
= auO [alh auu ]+

ag”) T=E 30, TE B0, T on,
v
Uy |, O dUy
te I:a'l),, + ]+ ’ avy _z

L
Luego se requieren las siguientes relaciones para las funciones

Uy Uy Y Uy

dw | 0.10)

av"/ yeB

ow |, OUy
v, + v, ]

|50+ 5]

De esta manera se ha obtenido (bajo el supuesto de independen-

=0 (0.11)

y€0B

+

=0 (0.12)

yc€oB

cia entre las variables) una familia de problemas con condicio-
nes de contorno de Neumann que determinan a las funciones
u:,i=0,2 _ Para la existencia de solucién generalizada en el
espacio de funciones apropiado, de estos problemas auxiliares,
existe una condicion necesaria y suficiente (ver Apéndice 1).

De la aplicacion reiterada de tal condicion se obtienen la for-
ma de la expansion asintoética de segundo orden (véase Bakhva-
valov & Panasenko (1989) [2]):

2
W 9) = (o) + eV, () 22D 1 g, () T LD

(0.13)

asi como los llamados problemas locales que determinan las

funciones 1-periddicas N;, V.., , las cuales dependen solamente

de £y dey:

1. Encontrar N, como solucién 1-periddica del problema:
L,N,=0 yeBNQ 0.14)
ai@y(Nn +y.)=0 y€dB, (0.15)

El dominio B es la imagen de B por la variable y = z/€ y
Q ={y e DZ‘—% <y < %, 1= 1,2} es el cuadrado unidad
centrado en el origen, donde se puede garantizar la existencia

y unicidad salvo una constante arbitraria de la solucién en la
clase de las funciones 1-periddicas de "’ (B, Q)
dice 1).

2. La funcion N,

Wio 9

(ver Apén-

debe buscarse como solucion 1-periddica

del problema:
N, (y)
LyNiw= o= 240 (9) S5, © ~ 4uy), yEBNQ  (016)
n(a. ()G + A (y)N.)=0, y€ o, 0.17)
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donde p, ;, esuna constante determinada por la condicion necesa-
ria y suficiente de existencia de la solucion en la clase de las fun-

ciones 1-periddicas para el problema anterior (ver Apéndice 1):

1 IN.(y) >Q
hmz es (By n Q) <A7mm(y) aym Amz (y)

La funcion v (x), que depende solamente de x y de /, es solu-

(0.18)

cion del problema promediado:

82'0()

hiigy 5o+ f(@) =0, 7€G (0.19)

e =0 (0.20)

el cual se obtiene de aplicar la condicion necesaria y suficien-
te antes mencionada, para el problema auxiliar asociado a la
ecuacion (0.8).

La solucion del problema promediado (0.19)-(0.20) satisfa-
ce formalmente la condicion (0.1) y la condicion (0.3) con una
precision O(g) y la condicién con una precision de O(€?). Véase
Bakhvavalov & Panasenko (1989) [2], pp. 135-137.

Notese que, segun las consideraciones hechas hasta el mo-
mento, el caracter rdpidamente oscilante del problema original
no ha sido eliminado, pues el problema promediado (0.19)-(0.20)
se ha obtenido para x fijo y existe por tanto dependencia respec-

to al segundo parametro pequeilo.

4. Principio de division
y problema promediado

Se hace necesario determinar como se comporta la solucion de
(0.19)-(0.20) a medida que x toma valores “muy pequefios”. En
esta seccion se enuncia un resultado que determina qué ocurre
con el operador promediado (operador asociado al problema

promediado) cuando z¢ | (.

4.1.1 Problemas locales
sobre cada una de las franjas y coeficientes efectivos
Primeramente se necesitan definir los problemas locales so-
bre cada una de las franjas
By ={y € 0%[y.| < p}, By ={y € D2:|y | < p}
de manera independiente:

L,Ni=0, yeB, (0.21)

2 (NI +3.)=0, y<aB; 0.22)

donde las funciones N/ son 1-periodicas en ¥ (G=12) .

Observacion 4.1

No es dificil comprobar que la solucion de (0.21)-(0.22) vie-

ne dada por:
J = ~Yi @ 7éjv
Nﬂ {_A“iA,—m A :j.. (023)

4.1.2 Principio de division
para la estructura bidimensional

Sea A el operador definido a continuacion:

Av=—b O e B,NQ)f(x)

i1 axil axh
donde
~ oON.
b = (Am - ""Aimz)d
Sy an)a

La funcion NN, es la solucion del problema sobre la celda perio-
dica (0.14)-(0.15). Dendtese por L, la parte principal del opera-
dor A cuando ¢ — 0. .

El operador promediado a lo largo de la franja B, es el ope-

rador:
) ~ 9’ .
N ==, omor, ' 1,2 0.24)
donde
A N}
bim - /(Ailm aym +Ai1i2>dya (025)
BynQ

5;,@ = 0,0l = Qﬂamam (An —Ar— A7 _Aﬂ), (0.26)

La funcion N;, es solucion de (0.21)-(0.22) (problema local so-

bre cualquiera de lats franjas). Se denota por [, a la parte prin-
cipal de A i (operador promediado a lo largo de la franja B, )

cuando ¢ — 0.

Teorema 4.1

Principio de Division para el Operador Promediado

La parte principal del operador promediado cuando x — 0.
es igual a la suma de los operadores promediados a lo largo de
las franjas B, :

]:o = IAJ%) + I:<2>
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Las relaciones (0.24), (0.25) y (0.26) implican que (no hay suma

por 7). Por lo tanto:

222 82
Ly= Aiz‘
=

Este principio proporciona una forma de calcular la parte prin-
cipal del operador promediado cuando el segundo parametro
pequeiio tiende a cero y por tanto permite construir un proble-
ma promediado sobre todo el dominio G (independiente de € y

de p).

Teorema 4.2
Sea u(z) una solucion de los problemas (0.1)-(0.3) y sea v,(z)

una solucion del problema:
9 U I

) _ _

(40 e) a4 g ) = @) =0, a6 ©.27)
Tole =0 (0.28)
donde:

An = ( = _A122A;21A21) s Ap = ( = _AgAilAu) (029)
Entonces se tiene lo siguiente:

1 -
Wll w = [lpney = O (Ve + 1), (0.30)

donde M = mes(GNB) = O (1) es el area del dominio BnG

El resultado anterior, asi como su demostracion se pueden
encontrar Bakhvalov & Panasenko (1989) [2], pp. 262-272 y en
Cioranescu & Paulin [3], pp. 37-40.

5. Aplicaciones
del método para casos limite

Para el caso isotropo Am = 8mA,(4>0), (0.1)-(0.3) puede ser
interpretado como el problema de difusion de una sustancia en
una roca con fisuras llenas de agua, donde A es el coeficiente de
difusion de la sustancia en el agua. En este caso la estructura bi-
dimensional B, modela un sistema rectangular de grietas con am-
plitud 2u¢€, llenas de agua.

Observacion 5.1. Este modelo no es una aproximaciéon muy
precisa, pues el sistema de grietas de una roca es una estructura
mucho mas irregular.

Teniendo en cuenta el teorema 4.2 y multiplicando toda la

ecuacion por 4, los coeficientes efectivos, seglin este simple
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modelo para el problema considerado, tienen el siguiente com-

portamiento global isotropo:
Ay =An=2ue

N\

RRIIR
el

1 | | | | |
0,003 0,004 0,005 0,006 0.007 0,008 0,009 001
u

—
0 0.001 0.002

Fig. 1 Dependencia lineal de los coeficientes efectivos respecto a (L.

Observacion 5.2. Este comportamiento lineal, respecto al
espesor de las franjas, que predice la formula anterior, también
ha sido reportado para propiedades elasticas de modelos tridi-
mensionales piezoeléctricos. Ver figuras 9 y 10 de Kalamkarov
et al. (2009) [4].

La ecuacion promediada para este problema es:
—2uAAv, = Apf
El problema de Poisson determinado por la ecuacion anterior
sobre el disco unidad D ={z,z: € 0%z’ +y* <0} , con la
condicién de frontera de Dirichlet: v =0,z € dD , es un pro-
blema correcto. Ver Antufia (2012) [1], pp. 317-321.

Para f =1y A = 2 el problema promediado sobre el disco

unidad, tiene la siguiente solucion analitica exacta:

o (z) = (1 —xi—xzz)

donde z = (z,, z,).

A continuacion se compara la cercania de la solucion exacta del
problema homogeneizado con la solucioén del problema original,
calculada aproximadamente para algunos valores de € y de g,
mediante el método de los elementos finitos, dividiendo el domi-

nio en miles de triangulos (de 2 552 hasta 9 182 triangulos).

sup|lu—w |, (f=1,4=2)

=05 =025 €=0.125
=025 0.1049 0.1180 0.1164
1=0.125 0.1901 0.1169 0.0895
©=0.0625 0.1909 0.1206 0.0664

49



SOCIEDAD CUBANA DE MATEMATICA Y COMPUTACION

El hecho de que para e = 0.5, el supremo de la diferencia entre la
solucion del problema homogeneizado y la solucién numérica
del problema original crezca a medida que # se hace menor, se
debe al hecho de que la frontera circular no llega a ser cubier-

ta de manera perfecta por el medio periddico que se investiga.

0
0

— 1 —
e
— | —
by |y

\41%%?/
Ny

0
0

¥
)
()
h

A5 5 05 1 15

Figura 2 Condiciones de frontera para € = 0.5.

5.0.1 Medio anisotropo con 4, =4,,

Para el caso en que los coeficientes A, y A, son distintos de
cero, pero los coeficientes en la diagonal de la matriz son igua-
les (A,,=A,,=A), los coeficientes efectivos seran iguales (pues
ademas la matriz se asume simétrica) y se podran calcular me-
diante la féormula:

A=A =2pA(1—07),
donde 0 = An| A=Ay |A
Debido al caracter definido positivo de la matriz A se tiene

que 0<o <! . La expresion anterior permite observar que

A OA
cuando "t

los coeficientes efectivos para este proble-
ma, tienen un comportamiento muy cercano a los del caso iso-
tropo.

El problema homogeneizado en este caso, considerando a
la estructura limitada por el disco unidad como anteriormente,

tiene la forma:
—2pA(1— o) Ave=4uf, t€D
=0, readD
La solucion exacta del problema anterior viene dada por:
(z) = (1—af—x3)
! 4(1—0?)

0.31)
(0.32)

No es dificil verificar que la diferencia entre esta solucion y
la solucion del problema homogeneizado para el caso isétropo

esta acotada, es o(c?) ,cuando g — () .

donde v,, es la solucién para el caso isétropo v,y la solucion
de (5.1)-(5.2).

6. Conclusiones

El caracter rapidamente oscilante del problema estudiado en este
articulo dificulta encontrar tanto su solucion exacta como una so-
lucion aproximada mediante métodos numéricos. En este sentido
se ha obtenido, combinando del MHA, empleado en la construc-
cion de una solucion aproximada dependiente del segundo para-
metro pequeilo, y el principio de division para justificar el operador
promediado propuesto cuando / tiende a cero, un problema equi-
valente definido sobre un medio homogéneo, cuya resolucion nu-
mérica es mucho mas facil y para el cual se tiene un estimado de
la proximidad entre su solucion y la solucion del problema inicial.
En este sentido mediante ejemplos numéricos sencillos y casos li-
mites se ilustrd la importancia que tienen los resultados.

Una continuacioén natural de este trabajo la constituye el es-
tudio de otras estructuras de tipo esqueleto, bidimensionales y
tridimensionales. Digase por ejemplo, estructuras donde algu-
na de las barras (franjas en el caso bidimensional) se extiende
en una direccidon no coordenada. Resulta de gran interés exten-
der estos resultados al estudio de otras propiedades (elasticas,

eléctricas y piezo-eléctricas).
Apéndice

En el presente acapite se recoge el conocido resultado sobre la
investigacion de la solucion para el problema en la celda perio-

dica tratado en el trabajo y localizado en [2].

Al: Teorema de existencia
y unicidad para el problema sobre la celda
Sea Q={yT'[0 <y <1, i=

conjunto A que consiste en un nimero finito de dominios den-

1,...8} . Consideremos un

tro de @ y que se extienden completamente a todo de manera
I-periddica. Denotemos por A la union de todos los conjun-

tos asi obtenidos. Asumiremos que dA es una variedad infi-

0os

nitamente diferenciable y el dominio = es conexo. Sea T el



toro que se obtiene a partir de () al identificar los hiperplanos

lyi=0}y lyi=0} (i=1,

en 1, que corresponde al conjunto AC Q ,y ™ (%) son los co-

.. 8). Por A entenderemos el conjunto

senos directores del vector de la normal a A en y.

Teorema
Para cualquier funcién vectorial u (y) € W (%) tal que se

tenga la siguiente desigualdad:
(4555 ) = (553 ) .o >0

3—;,) =/f0(y) +

(0.33)

el sistema %(Az‘j (3/) Biykﬁ‘ (Z/) con las condi-
ciones de frontera g—g =A; g_;;ﬂz (y) =f(y)n(y) tiene una so-
J

lucion generalizada si y solo si:
(hy)'=0

Esta solucion queda determinada salvo un vector constante ar-

(0.34)

bitrario:
u (y) = W (y) + C,

donde uO(y) es una solucion del sistema anterior con promedio

cero.

Demostracion

Necesidad. Tomese ¢ (¥) = ¢,,7=1,2,...n, donde
@, = (64,02,..,0.)" . La solucién generalizada

u(y) € W;( ) satisface la identidad integral:

‘<<A ( >§;‘ S;o )> ={($y) ¢)>ﬂ—<<ﬁ(y),%>>ﬂ (0.35)

para toda funcion ¢(y) EWJ(

;’i), en particular para

o) = r = 1,2,..,n, de donde se obtiene que la r-ésima
componente de (/i(y))" es cero. De la arbitrariedad de 7, se
tiene (0.34).

Suficiencia

SeaH(?‘“{) {u ELZ( ) (u(y)y' = 0}

Existe un Gnico elemento u € H ( % ) nNw; ( ﬁ ) que satisface

la identidad integral para toda funcioén
T T
o et Z)nw: (7).

En efecto: la desigualdad de Poincaré, véase Ladyzhenskaya

(1973) [7], para una funcion escalar v (y) € W, ( ??1{ )
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2\A aw ;S Y @ 2\
@y = o+ 53 5))
implica la siguiente desigualdad para una funcién vectorial

uly) ewi( )

2y 2 ou du \\"
@) = (rf+ 52 )) (036)
de (0.36) se tiene, para cualquier funciéon vectorial
( )ﬂ W) ( ) el estimado:
i
lwlfz) < 2 @ (0.37)

Debido a las desigualdades (0.33) y (0.37) y a la acotacion de
Aij(y), la expresion

N 1) )>
[u,¢]1—<<AU( Y) ay, 3y,
determina un producto escalar sobre H(;)ﬂ Wf(;) s
[u, 9],

siendo la norma @[l =

wi(L

lelhgy= (ot + 2] 5|, )

equivalente a la norma de

Entonces la identidad integral puede rescribirse de la siguiente

forma:
[0} =0+ 2255 ))

Dado fi € L, (%) , el miembro derecho en determina un fun-

cional lineal acotado sobre H| ( ; ) Nnwsy ( % ) en ¢. Por el teo-

(0.38)

rema de Representacion de Riesz, existe un unico elemento

u € Hl ( % ) nw, (%) que satisface y consecuentemente la

identidad integral para toda funcién ¢ (y) € H ( ; ) nw, ( ﬁ ) .
Sea ahora <f0 (y) >ﬂ =0 . La identidad (0.35) es valida para

toda funcion ¢ (y) € W, ( % ) . Representando ¢ como
@ =T +(p)" , donde por tanto (¥)" =0 , se tiene que:

(o =((£52)) =B+ il +

(n 3L = rwr—((13E)-
(a2 TN (a2 L)

Por tanto u satisface (0.35) cualquiera sea ¢ (y) € W, ( ;( ) .

. T. . .
De suponer que existen wi,us € W, (ﬁ , cuya diferencia

1, — 1, N0 €s un vector constante, el vector
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v=wu—uw—(wm—u)" # 0 satisface (0.38) para f, = f, =0y
. iy T. (L _

cualquier funcion ¢ (y) € H 7 )" W2 {Zp) - Luego [v2],= 0,

v = ( lo cual es una contradiccion y por tanto queda probado

el teorema.

Observacién

En particular la desigualdad se satisface para los coeficien-
tes de una ecuacion eliptica, dado que en este caso la forma

cuadraticaA_ (y)n 7, es definida positiva.

m
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