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Reflexiones sobre el teorema de Abel extendido a
las filas de la tabla de Pade

Consequences of Abel’s theorem extended to the
rows of Padé’s table

Abel Fernandez Infante'*, Luis Ramiro Pifeiro?

Resumen Este trabajo responde a una sugerencia realizada a la tesis “Sobre el comportamiento en la frontera
de las filas de la tabla de Padé” defendida en Julio de 1998. El objetivo de este articulo es revisar algunas
consecuencias del teorema de Abel extendido a las filas de la tabla de Padé, que muestran que el mismo no solo
es valido para una clase amplia de funciones sino que ademas, puede resultar de gran utilidad en la practica, ya
que como se vera su aplicacion permite obtener informacion sobre la funcién que es representada mediante
una serie de potencias, mas alla de su disco de convergencia.

Abstract This work responds to a suggestion made to the thesis “About the behaviour at the boundary of rows
of Padé’s table” defended in July 1998. The aim of this paper is to review some consequences of Abel’s theorem
extended to the rows of Padé’s table, that show that this theorem is valid not only a wide class of functions but
rather also, it can be of great utility in the practice, since like its application allows to obtain information about the
function that is represented by means of power series, beyond its convergence disk. Keywords: Rows of the
Padé table.
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1. Introduccion En 1975 Gonchar [3] mejor6 este resultado.
Otros resultados alcanzados por los matemaéticos en esta
tes de Padé es el teorema debido a Montessus en 1902 ([6], %mea de investigacion pertenecen a los problemas de tipo
inverso. O sea, dado el comportamiento de los polos de una

7). . .. . P .
(7D cierta sucesién de aproximantes de Padé construida de una

Teorema 1 (de Montessus de Ballore) Sea fanalitica en una serie de potencias formal, se plantea lo siguiente: ;Es posible
vecindad de z = 0 y tal que en el disco D,, hay exactamente deterrpinar si esta s.erie de potencias representa una funcién
m polos de f, ai,--- ,ay de multiplicidades py,--- ,py con analitica en 1'11/121 vecindad de z =07 [,Qué.p/uede de01rs§ ace'r/ca
ij‘: | pi = m. Entonces, de la extensién meromorfa de esta funcién y la localizacién

de sus singularidades? ;Estas singularidades corresponden a
limites de sucesiones de tales polos?

Un resultado bien conocido en la teoria de los aproximan-

1. MMy oo G (2) = Win(2) donde gn i es el polinomio del En 1922, el matemaético francés E. Fabri obtiene el si-
denominador de la funcion aproximante F, ,, y w,(z) =  guiente resultado que constituye el primero de tipo inverso
T (z—a)™. (Bieberbach [1]):

2. Fym converge uniformemente a la funcion f cuando  Teorema 3 Sea f(z) = Yo f»2" tal que limy_sco fr/ frr1 =
n — oo sobre todo conjunto compacto a # 0. Entonces, f es analitica en |z < |a| y a, es punto singu-

lar de f.
Kc D" :Dm\{ala"' 7au}

Este teorema constituye un resultado de tipo inverso rela-
tivo a la primera fila, pues

Notacion 2 Cuando f cumpla las hipdtesis del teorema de fa
Montessus se usard la notacion m € M(f). n1(2) =z~ Fot (fafuws1 #0).
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El resultado siguiente es debido a Gonchar [4] y esencial-
mente es referido a un problema de tipo inverso. Este resultado
es de 1981 y en el se hace una caracterizacion de la extensién
meromorfa de una funcién en términos del comportamiento
asintdtico de los polos de la funcién aproximante F, .

Sean f(z) = Yoo fuZ", Fum la funcién aproximante aso-
ciadaa f,mfijoy

P= {an,laan,27 Tty an,mn}7 0<m,<m

denota el conjunto de polos de F, ,,. Sea ademds,
[-[y = min{]-],1}

y a € Cfijo. Los polos de F, ,, se ordenan en forma creciente
respecto a su distancia al punto a:

la—ani| <la—aps| <--- <l|a—apm,|.

Los siguientes indicadores fueron introducidos por Gon-
char:

L
A(a) zr}grolorg |anj—al}

(si m, = 0 entonces el producto en el miembro derecho se
tomaigualal)y

8j(a) = Iim |a,;—a

i
1
(donde j=1,2,3,....,m', m = lim, ,oom, y para j = m' +
1,...,msetoma d;(a) = 1).

Ademas, 1 (a) representa el nimero de polos de F, ,, que
tienden al punto a con velocidad geométrica cuando n tiende
a infinito y A (a) representa el nimero de polos de F;, ,, que
tienden al punto a cuando n tiende a infinito, es decir,

p(a) =méx{j:8; <1},
l(a):méx{j: 12‘30|“_“"7f| :0}.

En 1984, Suetin [8] demuestra el siguiente resultado cuan-
do todos los polos de los aproximantes de Padé tienen limite.

Teorema 4 (de Suetin) Sea f analitica en una vecindad de
z=0y los ceros del polinomio qy ,, convergen a los ceros
aj (j=1,...,m) del polinomio gy, o sea,

m
r}g}oloqn,m (Z) =dm (Z) = ]I;Il (Z - aj)'

Entonces,

(bo+b1+--+bu2") (fo+ fiz+--

1. Rm Z méxlgjgm ’aj‘ .

2. Todos los puntos a; tales que ‘a j| < R,,s0n polos de f
en Dy,.

3. Todos los puntos a; tales que |a j| = Ry, son puntos
singulares de f(z).
Notacion 5 Cuando f cumpla las hipdtesis del teorema 2 de
Suetin se usard la notacion m € S(f).

El objetivo de este trabajo es revisar algunas consecuen-
cias del teorema de Abel extendido a las filas de la tabla de
Padé, que muestran que el mismo no solo es valido para una
clase amplia de funciones sino que ademads, puede resultar de
gran utilidad en la préctica, ya que como se verd su aplicacién
permite obtener informacién sobre la funcién que es represen-
tada mediante una serie de potencias, mas alla de su disco de
convergencia.

2. Conceptos y resultados preliminares.

Definicion 6 Sea f una funcion analitica en z =0,
f@)=Y fd" M
n=0

Dy ={z€C:|z] <Ry} denota el disco de convergencia de la
serie (1). Para m € N consideremos Dy, = {z € C: |z] < Ry}
el mayor disco con centro en 7z = 0 dentro del cual f puede
prolongarse como una funcion meromorfa con no mds de m
polos (contando la multiplicidad). A D,, se le denomina m-
ésimo disco de Hadamard o disco de m-meromorfismo 'y a R,
radio de m-meromorfismo.

Definicion 7 Dados enteros no negativos n, m el aproximante
de Padé F,, , de f dado por (1), puede definirse como la razon
P/ Gnm de dos polinomios cualesquiera py m y qnm que sa-
tisfacen grad(pn,m) < n, grad(qn,m) < m, no idénticamente
nulo y

(Qn,mf - pn,m) (Z) = rrz,mZn+'n+1 +-- 2)

La funcién F, ,, puede determinarse a partir de los coefi-
cientes f, del desarrollo (1). Denotemos por

Pn,m(z) =ay+ajz+-+a,7",
Qn,m(Z) =by+biz+--- -‘rbmzm,

alos polinomios del numerador y denominador respectivamen-
te de la funcién F;, ,,. Entonces, de (2) obtenemos la igualdad

+fud )=

ag+arz+ -+ apd" + rap T
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y de aqui se obtiene el sistema de ecuaciones lineales ho-
mogéneo:

bmfn—m+1 + bm—lfn—m+2

bmfnferQ + bmf 1 fn7m+3 +

bmfn + bmflfnJrl

Este sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con
m+ 1 incognitas tiene infinitas soluciones. Podemos elegir
una solucién no trivial para el polinomio gy, y de (2), igua-
lando coeficiente a coeficiente los n+ 1 primeros términos del
desarrollo de g, ,, f, obtener una solucién para el polinomio
Dn,m €l cual denotaremos por

pn,m(Z) = [(Qn,mf) (Z)]n' (4)

El sistema anterior sugiere la definicion siguiente.

Definicion 8 Sean n,m € N. Se denomina determinante de
Hadamard de tipo (n,m) con respecto a (1) a

fn—m+1 fn—m+2 toe fn
Hn,m _ fninf+2 fn'f'i1T+3 fn+l 7 Hn,O -1 ’
fn fn+1 fn+m7 1

donde f_ =0parak=0,1,2,....

Las proposiciones siguientes pueden consultarse en el
libro de L6pez-Vavilov (ver [5]).

J

fnferl fnferZ e fn
fnfm+2 fn7n1+3 fn+1
fn fn+1 ﬁ1+1n—1

(Se supone que f; = 0 para k < 0). La ecuacién anterior
permite determinar los coeficientes b; y con ellos el polinomio
gn.m(2). Ahora, también se obtienen de (2) los coeficientes a;

+ bofur1 = O
o =00 )
+ bOfn+m - 0

(

Proposicion 9 Para cada par de niimeros enteros no negati-
vos (n,m), el aproximante F, , de la funcién f, dada por (1)
es unico.

A partir de la definicién 7 se puede construir una tabla
de doble entrada en la cual a (n,m) corresponde el aproxi-
mante de Padé F,, ,,(z). Esta tabla se denomina tabla de Padé.
Ademas, a toda sucesion de la tabla para la cual al menos
uno de los indices tiende al infinito, se denomina sucesion de
aproximantes de Padé.

Proposicion 10 Una condicion necesaria y suficiente para
que exista gnm tal que gn;,(0) = by # 0 es que Hy, # 0
donde g, es el polinomio que aparece en (2). Si ademds,
fo # 0 dicha condicion es necesaria y suficiente para que

Pnm(0) =ag #0.

Proposicion 11 Una condicion necesaria y suficiente para
que gradqy , = m (b, # m) es que Hyi 1, 7 0 donde gy, es
el polinomio que aparece en (2).

De acuerdo a la proposicién 11, si Hy41,, 7# 0 entonces y
solo entonces ¢y, ,(0) = by # 0. Si se supone que by = 1, el
sistema (3) se puede escribir:

bm fn+]
bmfl fn+2
bl fn+m

y por tanto el polinomio py ,(z), donde

ao :f07
ay = f1+ fobi,

az = fr+ fib1 + foba, (5)

min(n,m)

an = fa+ Z In—ibi.
i=1
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Proposicion 12 Sea f dada por (1), n,m € N fijos. Si Hy, ;, #
0, Fyn = Pnm/Gnm es el aproximante de Padé de tipo (n,m)
asociado a f'y el polinomio g, , estd normalizado bajo la
condicion gn;,m(0) = 1, entonces:

1.
b)fn—m-H fn fn+1
qnm() 1 C)
’ Hn m d)fﬂ fn+m71 fn+m
e)z" e z 1f)
(6)
2.
Hn Im+1 _pim
(Qn,mf_Pn,m)(Z) = %Z e +-ey (7
nm
3.
Hyi1,m+1 Zn+m+l
F, 1, —F . Z)= ) (8)
( rtm n,m)( ) Hn,ln Qiz,m(z)qn+l,m(z)
siempre que
Hn+l,m . Hn,m 7£ 0.

En lo sucesivo el indice m es fijo, por lo que se omite
en las notaciones y se escribe D = D,,, R = Ry, Ay = 1y,
Fy = Pn/qn> donde py = ppms qn = Gnm (salvo que se indi-
que otra cosa). Se supone que F, = P,/Q, donde P, y Q, son
polinomios primos relativos (estos se obtienen después de can-
celar los factores comunes). Observar que si z = z,, €s un cero
del polinomio p, y ¢, con z, # 0, cuyo orden es d,, entonces
haciendo p,(z) = (2= 22)"Pu(2) ¥ 4n(2) = (2= 22)" Qn(2),
de (2) se obtiene

A Zn-&-m-‘,—l 4.

*_n+m-+1
)dn L= Al +

(Onf = P)(2) =

(z—2zn ’
y los polinomios P, y Q, satisfacen las condiciones de la
definicién 7. Por ello se puede suponer que p, y ¢, no tienen
ceros comunes diferentes de z = 0. Por otra parte, si z=0es
un cero comun de p, y g, resulta que los polinomios P, y O,
no satisfacen necesariamente las condiciones en la definicién
7. Mas atn, si d,, es la multiplicidad del cero de g, paraz =0
(0 <d, <m), es decir, py(z) = an"Pn (2) Yy an(z) = an" O (2),
entonces P, y O, satisfacen:

1. gradP, <n—d,, gradQ, <m—
nulo.

d,, O, no idénticamente

(Onf —Po)(z) = A" o (0 < d, < m).

©))

Proposicion 13 Sea n € Z., entonces se cumple que

(Pn+lQn PQrH—l)()

donde By, es una constante que solo depende de n.

Bt =dn (0 < d, <m) (10)

De la proposicién 13 se deduce que
ann+m+17d,l
0n(2)On+1(2)

De esta igualdad se deduce que la convergencia de la sucesién
{F,}, para z fijo, es equivalente a la convergencia de la serie

+Z

kno

(Fo1 —Fy)(2) = nez,. (11)

ket 1=d

( )Ok41(2)’

donde ng es un nimero natural seleccionado convenientemen-
te, de forma que Q,(z) # 0 para todo n > ny.
En [4], A. A. Gonchar demostré la féormula

(12)

1
— =Tfm |B,|"/",

13
R n—oeo (13)
que constituye una generalizacion de la conocida férmula de
Cauchy-Hadamard para el radio de convergencia de una serie
de Taylor.

En lo que sigue se usa la notacién §, para representar la
distancia entre el conjunto de ceros a, j, (j =1,..., m) del
polinomio Q, y el conjunto {zo}. La condicién que se exige
en el teorema es la siguiente

limg, =6 > 0.

n—yoo

(14)

Esto garantiza que existe ng € N tal que para todo n > ng se
tiene que Qy(z0) # 0. Por lo que tiene sentido hablar de la
serie

o0 Bkzl(<)+m+17dk
S Ok(20)Qk1(20)

3. Teorema de Abel extendido a las filas
de la tabla de Padé.

En [2] fue demostrado el siguiente teorema de Abel para
las filas de la tabla de Padé:

Teorema 14 Sea f analitica en una vecindad de z =0y
|zo| = R tal que 1im,,_, 8, = 8 > 0. Si la serie

oo k+m+1—d
BkZO k

k=ng m

es convergente, entonces

o0 By k+m+1—dy

0

Fy(z0)+ ), i (15)
! ,;'0 0x(20)Ox+1(20)’
donde el limite es tomado por el interior de cualquier dngu-
lo A con el vértice en el punto 7 = zo, radialmente y de
magnitud 2¢ < T.

lim £(2) =

220

Este teorema puede reformularse sin utilizar el lenguaje de
la serie, pues la convergencia de la sucesién {F, }, para z fijo,
es equivalente a la convergencia de la serie en (12). Luego,
puede afirmarse que si la sucesion {F, } es convergente para
7 = 79, entonces

lim f(z) = hm F,(20)-

Z—20
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3.1 Consecuencias del teorema.

La condicién (14) permite tener control en la disposicién
de ceros del polinomio Q,. La misma se satisface si se exige
hipétesis de tipo Suetin (m € S(f)) o hipétesis de tipo Mon-
tessus (m € M(f)), por lo que una clase amplia de funciones
satisfacen dicha condicion.

Corolario 15 Sea m € S(f), |z0| = Ry la sucesion {F,} con-
vergente para 7 = 20, 20 7 d;j para todo j tal que faj| =R
Entonces,

lim f(z) = lim F,(zo),
=20 n—o

donde el limite es tomado por el interior de cualquier dngulo

Ay con el vértice en el punto z = z¢, radialmente 'y de magnitud

20 < 7.

Demostracién. Las condiciones m € S(f), |zo| =Ry 20 # a;
para todo j tal que ’a j| = R garantizan el cumplimiento de la
condicién (14). Pues, la sucesiond, estd acotada y fijando ng €
N lo suficientemente grande, los ceros a, j, (j=1,..., m) del
polinomio Q, son tales que, para todo n > ng se tiene que

an,jeD(Clj7 ), (j:1,...,m),

5
10
donde D(aj,s/10) es el disco con centro en a; y radio s/10
con s = d(z0,U}_ {a;}) y d representa distancia. En otras

palabras, (zo —an_jf >s/10paratodon >ngy j=1,...,m.
Teniendo en cuenta el teorema, el corolario es inmediato. m

Corolario 16 Sea m € M(f), |zo| = R y la sucesion {F,}
convergente para z = 0. Entonces,

lim f(z) = lim F,(zo),
=20 n—oo

donde el limite es tomado por el interior de cualquier dngulo

Ay con el vértice en el punto z = zo, radialmente y de magnitud

20 < 7.

Demostracion. Un razonamiento similar al realizado en la
demostracién del corolario 1 conduce a la validez del coro-
lario 2. En este caso todos los polos de los aproximantes de
Padé convergen a polos de la funcién f que se encuentran en
eldiscoD. m

4. Aplicaciones del teorema de Abel para
las filas de la tabla de Padé.

El significado del teorema de Abel para las filas de la tabla
de Padé consiste, en que dada una serie formal de potencias
con radio de convergencia R, es posible obtener informacién
de la funcién analitica que representa dicha serie en puntos
de la frontera del disco de m-meromorfismo, siempre que en
estos puntos el aproximante de Padé correspondiente a la fila
m sea convergente. En tal caso es posible de determinar las
sumas de ciertas series numéricas.

Ejemplo 17 Sea la serie formal de potencias Y ;. (n+1)z",
Dyg={z€C:|z] <1}, (R=1).Eneste caso dicha serie repre-
senta un funcion analitica en el disco unidad, sea esta funcion
f(z). Observar que para m = 0 la serie dada es divergente
para todo z tal que |z| = 1, pues |(n+1)7"| =n+ 1 no tiende
a cero. ;Serd posible recuperar algiin valor de la funcion f en
la frontera del disco unidad? Veamos que es posible en este
caso.

Sea m =1 (fila uno de la tabla de Padé). Usando las
formulas (4) y (6) se obtiene que:

n+2
n :1773
n(2) n+1Z
n+2 n+1
) = — — , (Hyq = 140
qn(2) nH(z n+2) (Hp1 =n+1+#0)
y
_ n+2 n+1 n n—1, I,
pnl2) = n+l( n+2 n—|—2Z n—|—2Z n—i—ZZ )
Mds aitin, segtin (8) se obtiene que
"il 1 72
Fn(Z):FO(Z)+ - & k42 (16)
k=0 k+3(1_%) (Z_k+i3)
donde k1
Qk(z)zzim’
y ademds,
Fofz) = =—
o) =71y
2(z—3)

El polinomio Qy, es tal que limy_,.. Qx(z) = z— 1 y por otra
parte D1 = Dy pues segiin (13) se tiene que

— — 1
lim |B,|"/" =Tm ———— =1

N—3o0 n—)m(n_’_:;)l/” =1=R; =R.

De manera que para la fila m = 1 se satisfacen hipétesis de
tipo Suetin.

En este caso ay = 1 € dDy. Tomando por ejemplo, 7o =
—1 € dDy se observa que se satisfacen las hipdtesis del teo-
rema de Abel para la fila m = 1 de la tabla de Padé, ya que
los ceros del polinomio Qy(z) para n suficientemente grande
estdn lejos del punto zo = —1 y la serie que se obtiene de (16)
para este punto

5 (D (k+2)
k;) (2k+3)(2k+5)’

es convergente. Por tanto, si el limite es tomado como afirma
el teorema de Abel extendido a las filas de la tabla de Padé se
obtiene que

. o (=D k+2)
1 =FR(-1)—-) ——————.
Jim, f(z) = Fo(=1) Z«O (2k+3)(2k+5)

Como se observa el valor de f puede recuperarse en la
frontera del disco D1 utilizando el teorema de Abel extendido
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a las filas de la tabla de Padé, lo que no puede realizarse
utilizando el teorema cldsico de Abel. Realizando algunos
cdlculos se puede obtener que

e (1) k+2) 1
k;o (2k+3)(2k+5) 12

y como Fy(—1) = 1/3 se sigue que
lim f(z) = 1
im
7——1 4

Con toda intencion se ha seleccionado un ejemplo simple
de modo de verificar el resultado, pues también es posible
obtener la funcion suma de la serie de potencias dada y asi de-
terminar que f(z) = (1—2z2)~ < 1.Pues, modificando la
técnica anterior y apoyandonos en la funcion aproximante

Pu(2)
Fy(z) = 2%
! qn(2)
2 1 —1.2 1
=5 e Rl Al e AR S
o _M( _m)
n+1 n+2
n
(ntk+1) g
kgo_ 2 %
de donde se deduce que
1
lim F,(z) = =f(2), |z] <1
O sea,
nglf( ) = lim Fy(— Z (n+1)(
La serie dada es sumable en 7= —1 en el sentido de Abel. De

la expresion anterior se deduce que no se necesita conocer
la funcion f, pues el aproximante ha permitido recuperar el
valor en la frontera.

Ejemplo 18 Sea la serie de potencias

- 1
1 n
+n;( + )

enDy={z€C:lz| <1}, (Ro = 1), la cual representa una
cierta funcion analitica f en el disco unidad. Observe que la
serie dada es divergente en todos los puntos de la frontera
Dy. ;Serd posible obtener informacion de la funcion f mds
alld del disco Dy?

Veamos que es posible. Consideremos que m = 1, si utili-
zamos las formulas (6) y (8) se obtiene que:

v 2R DI ASEAB) ] s
*(k+2)(k+ 1) (k28 + 1) g (2) qir (2)

)

0
- 4+3z
F k+27F 7) = )
; Qk+1() @) 4-3z
donde el polinomio Qy(z) es de la forma
k2K + 1) ((k+1)2k+1
Qk(Z):Z—( - i{ kl) ), =1,2,...),
K2K((k+1)2k141)
y la sucesion By estd dada por
272K (k+1)(k* +5k+8) +1
By 2R DK 1] 5

k(k+1)%((k+2)2k+2 4 1)

Por consiguiente, de acuerdo con (13) se tiene que

Trm |By| /% =
k—yo0

Es decir, Ry = 2 es el radio del disco D,. Ademds,

Iim Qy(z) =z —1,

k—ro0
En este caso, el punto limite z=1 € dDg y es un punto interior
del disco D1, por lo que se satisfacen las hipdtesis de tipo

Montessus. Si se selecciona el punto z = —2 € dDy, entonces
se puede verificar que la serie

(72)]{’

; Qk+1( 2)

es convergente. Por tanto, la sucesion de aproximantes de
Padé {F,} es convergente para z = —2 € dD;.

En virtud del teorema de Abel extendido a las filas de la
tabla de Padé y tomando el limite en forma adecuada podemos
afirmar que

lim f(z) = lim F,(-2)

7——2 n—oo
— F] + _2 k+2'
k; Qk+1( 2) )
Teniendo en cuenta que F\(—2) = —1/5 y que la suma de la

serie se puede estimar con la precision deseada, se obtiene el
valor deseado en 7 = —2.
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