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Relacion entre el automorfismo de Frobenius y los
homomorfismos de inmersion del campo GF(p") en
el campo GF(p™)

Relation between Frobenius automorphism and the
embedding homomorphisms from field GF(p") in
field GF(p™)

Oristela Cuéllar Justiz'*, Eberto R. Morgado Morales', Evaristo Madarro Capé!, Guillermo Sosa
Gomez?

Resumen Es bien conocido, que para todo campo de Galois GF(p™), siendo p un nUmero primo y m un
namero natural, y todo nimero natural n que es divisor de m, existe un Unico subcampo del campo de Galois
GF(p™) que es isomorfo a GF(p"). En un articulo anterior publicado en la Revista Ciencias Matematicas [5] se
obtuvieron las diferentes maneras de definir un homomorfismo de inmersién entre los campos GF(p") y GF (p™),
cuando n divide a m. En este articulo veremos la relacién existente entre el automorfismo de Frobenius y los
homomorfismos de inmersién y se enuncia y demuestra un teorema que establece que el numero de maneras
de realizar la inmersion es igual al orden del grupo ciclico Aut(GF (p")), de automorfismos del campo GF (p"),
el cual es de orden n y es generado por el llamado automorfismo de Frobenius F,. llustraremos el resultado
anterior tomando como ejemplo los homomorfismos de inmersién del campo GF(8) en el campo GF (64).

Abstract It is well known that for every Galois field GF (p™), where p is a prime number, m is a natural number
and every natural number n, which is a divisor of m, there exists a unique subfield of the Galois field GF (p™)
isomorphic to GF(p"). In a previous paper published in the journal Ciencias Matematicas [5], the different
ways of defining the embedding homomorphisms of the Galois fields GF(p") into GF (p™), where n divides m.
In the present paper we examine the relationship between the Frobenius Automorphism and the embedding
homomorphisms. We will also give the statement and the proof of a theorem, which state that the number of
ways of performing the embedding is equal to the order of the cyclic group Aut(GF (p")) of automorphisms of the
field GF (p™), which is of order n and is generated by the so called Frobenius Automorphism F,. We will illustrate
this result taking as an example the embedding homomorphisms of the fields GF(8) in the field GF(64).
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1. Introduccion

Los campos finitos, también llamados campos de Galois,
tienen multiples aplicaciones en diferentes ramas del conoci-
miento y de la investigacion cientifica: En la Combinatoria,
en la Teoria de Los Numeros, la Geometria Algebraica, la
Biologia Matematica, la Teoria de Galois, en la Criptografia.
En Criptografia los campos finitos se utilizan ampliamente
en la implementacién de muchos de los c6digos conocidos,
asi como en su decodificacién. Es bien sabido que todo campo
finito K tiene cardinalidad p", donde p es un nimero primo y
n un ndmero natural [1], [2]. Por otra parte, para cada niimero

primo p y cada nimero natural n existe un campo finito con p”
elementos, Unico salvo isomorfismos. Analizando los homo-
morfismos entre campos finitos de diferente cardinalidad, se
ha logrado, sobre la base de la literatura revisada [3], disefiar
algoritmos para la determinacion de los » homomorfismos de
inmersién que existen entre los campos GF (p") y GF (p™).

Los campos GF (p") y GF (p™) son extensiones algebrai-
cas del campo primo GF (p), donde p es un nimero primo, y
nym son nimeros naturales tales que n es un divisor de m .

Un homomorfismo de inmersién del campo GF (p") en el
campo GF(p™) es un homomorfismo inyectivo i : GF (p") —
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GF(p™) tal que h(a) = a,Ya€GF (p). Siempre existe al me- ~ Si ®€GF (p") entonces & — a” .
nos un homomorfismo inyectivo 4 : GF (p") — GF (p™) . Di- B, (a)= a  j=0,n—1
cho homomorfismo sumerge al campo GF(p") en GF (p™) ,
lo cual significa que el subcampo de GF(p™) , imagen de h, )
es isomorfo a GF (p"). G = Autgp () (GF (p™))

En [5] se obtuv1.er0n la.s’dlferentes maneras de .deﬁmr un _ { Aut ij . GF (p™) — GF ( pm)} )
homomorfismo de inmersién, del campo de Galois GF (p")
en el también campo de Galois GF (p™) siendo p un niimero si m i

i BEGF (p™) entonces B — BP . F,; (B)=BP, j=0,m—1

primo, myn naturales con n divisor de m.

Sea K un campo finito de caracteristica p. Llamamos
automorfismo de Frobenius a la funcién F), : K — K definida
por F), : x — xP . Esta funcién F), es aditiva [1, 2, 4], ya que,
cualesquiera que sean x, y, (x +y)? =x” +y” [1, 2] y es
multiplicativa, ya que, cualesquiera que sean x, y, (xy)? =
xPyP. Como el Kernel de F, es, evidentemente, el ideal trivial
{0}, F,, es un endomorfismo inyectivo. Como el conjunto K
lo suponemos finito la funcién F), es también sobreyectiva.
Luego, es un automorfismo del campo K. Es fécil ver que,
si K es el campo GF(p"), toda funcién de la forma (F,,)k,
para 0 < k < n— 1, es también un automorfismo. Estos son
los dnicos automorfismos del campo GF (p™), por lo que el
grupo Aut(GF (p")), de todos los automorfismos, es ciclico,
de orden n'y generado por el automorfismo de Frobenius F),.

2. Relacion entre los grupos de
automorfismos de los campos GF(p")y
GF (p™)

Consideremos la funcion

Rest : Aut(GF (p™)) — Aut (GF (p"))

tal que: Flﬁ — B;, , la cual asigna a cada automorfismo de
GF(p™), expresado como una potencia del automorfismo de
Frobenius F,, de GF (p™), la correspondiente potencia del
automorfismo de Frobenius B, de GF (p"). Esto no es mds
que la restriccion del automorfismo Fj, de GF (p™) al auto-
morfismo B, del subcampo GF (p"), visto como subcampo
de GF(p™).

Esta funcién es, evidentemente, un epimorfismo, cuyo
kernel es el subgrupo formado por los FI§ cuyo exponente ¢ es
multiplo de n, siendo el orden del kernel igual al nimero & tal
que m = nk.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y probar el
siguiente teorema

Teorema 1 La cantidad de maneras de sumergir el campo
de Galois GF (p") en el también campo de Galois GF (p™) ,
siendo n un divisor de m, es igual al nimero n, que es el orden
del grupo de automorfismos del campo GF (p").

Demostracion. Sean

G= AutGF(p) (GF (pn))
= {Aut B,; : GF (p") = GF (p")}.

El grupo Ges generado por el automorfismo de Frobenius
F, : GF (p™) — GF (p™) por tanto F,,; = (F, ).

Sean h, y hy ambos homomorfismos de inmersion, tales
que h, ( )= B y hy (o) = B% , siendo k, = rky, ks = ski y
ki =L

Tomemos a uno de estos automorfismos por ejemplo para
un 0 <t <m—1y evaluemos F,; = (F,)" en *

e () = (o () = (%))
e (8) = () =5
Sea k,p' =rkip' = (rp") k1, como r < p" flypnmorelatlvo

con p" —1, el med (rp', p" — 1) = 1, si consideramos rp’ = s,
entonces sk| =k, y

krpt = rkl.p’ = (rpt) ki = sky = kg

By (B) = (8%) = B = 5

b ) (1))

Hemos probado que existe un automorfismo F; = (F,)", del
campo GF (p™) tal que Fj; (B*) = B* . Esto implica que
Fyiohy = hyoBy = hy , es decir, que, dados dos homomorfis-
mos de inmersién, uno se obtiene del otro por composicién
con un automorfismo. Esto, a su vez, significa que el nimero
de homomorfismos de inmersion es igual al nimero n , de
automorfismos del campo GF(p"). m

3. Homomorfismos de inmersion del
campo GF(8) en GF(64)

En [5] se analizaron los posibles homomorfismos de in-
mersién del campo de Galois GF (8) en el campo GF (64)

h] (OC) =
hy(a) =

B%hy () = B'®h3 (o) = B
B°hs (t) = B*he () = B>

Se mostré que el campo de Galois GF (8) se sumerge de tres
maneras diferentes en el campo de Galois GF (8)

hs (00) = B, hs (o) = B () = B
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J
1 0 1 1 1 0 1 1 1
0o 1 1 0 0 O 01 0
01 1 0 0 0 01 0
0 0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 O 0 0 O

(

3.1 Automorfismo de Frobenius del campo GF(64)
Es fécil notar que el automorfismo F, de GF(64) es el

. . que tiene por Matriz:
Veremos ahora la relacion que existe entre los automor-

fismos de Frobenius y las diferentes maneras de sumergir un 1 0 01 0 O
campo en el otro. 0001 0O
01 00 10
ME)=19 00010
0 01 0 01
0 000 01
J
También vemos que
[1 0 0 1 1 0] 101 1 11
000 01O 0 01 0 01
»n_ |00 1 1 01 5 |01 00 01
ME)=10 0100 1 |ME)=]g 1001 1]
01 0 0 1 1 001 100
10 0 0 0 0 1| 0 01 0 01
11 11 0 0] 1 1.0 0 0O
01 0 0 1 1 001 1 00
s _ |0 0 0 1 01 ( 5) 0 0 0 0 11
ME)=10 01 100|ME)=lo1000o0]|
01 0 0 0O 00 01 0O
10 0 0 0 0 1| 00 0 0 01
y Es decir, que la composicién con el automorfismo de Frobe-
M ( F{’) =1, nius F, convierte cada homomorfismo de inmersién en el otro,
no existiendo otros homomorfismo de inmersion salvo /3, hs,
donde I¢ es la matriz identidad de orden 6. he.
Multiplicando cada una de estas matrices a la izquierda de En el caso analizado la cantidad de inmersiones posi-

M (h3), M (hs), M (he) vemos que, aplicando cada uno de los  bles coincide con el orden n, del grupo de automorfismos
automorfismos después de aplicada la funcién de inmersion, Aut(GF (8)) del campo de partida.
h; obtenemos que
3.2 El automorfismo de Frobenius B, de GF(8)
Este automorfismo es el que tiene por Matriz:

Fyohy = he, (F>)* oh3 = hs, (F>)” oh3 = h3 Lo o
(F2)*ohs = hs, (F2)’ ohy = hs, (F2)° oh3 = hy MBy)=|0 0 1|,
Fyohs = h3, (F)* ohs = hg, (F>)’ ohs = hs 011

(Fy)*ohs = h3, (F2)’ ohs = he, (F2)° ohs = hs la cual cumple que
Fyohg = hs,(F>)* ohg = h3, (F2)* ohe = hg 100
5 6 M(B)=|0 11
(F2)" ohg = hs, (F2)’ ohg = h3, (F2)” ohg = he 01 0
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yM(B}) =1s.

Multiplicando la matriz M (B;) a la derecha de M (h3),
M (hs) y M (he) vemos que, aplicando la funcién de inmersién
h;, después de aplicado el automorfismo B;, obtenemos que

M (h3)M (Bz) = M (he)
M (hs)M (B2) = M (h3)
M (he) M (B2) = M (hs)

lo cual significa que h30By = hg, hsoBy = h3,hgoBy = hs . Es
decir, que en este caso también ocurre que la composicién con
el automorfismo de Frobenius convierte cada homomorfismo
de inmersion en el otro existente, no existiendo ningin otro
homomorfismo de inmersién salvo h3, hs, hg .

Hemos visto asi, que la cantidad de inmersiones posi-
bles coincide con el orden, 3, del grupo de automorfismos
Aut(GF (8)) del campo de partida.

Todos los calculos realizados para obtener los resultados
que se presentan en este articulo fueron realizados con el
Mathematica 9.0 y con el software BiGFSoP patentado por
los autores de este trabajo.

4. Conclusiones

Este articulo da continuidad a un articulo anterior titu-
lado Tnmersién de un campo de Galois GF(p") en otro de
mayor cardinalidad”[5]. Se analiz6 la relacion existente en-
tre el automorfismo de Frobenius y los homomorfismos de
inmersion. Los resultados obtenidos en estos dos trabajos nos
han permitido disefiar dos algoritmos para la determinacién

de los homomorfismos de campos finitos de igual y diferente
cardinalidad.

Se enuncié y demostré un teorema que establece que
el nimero de maneras de realizar la inmersién del campo
GF (p") en el también campo de Galois GF (p™) es igual al
orden del grupo ciclico Aut(GF (p")), de automorfismos del
campo GF (p"), el cual es de orden n y es generado por el
llamado automorfismo de Frobenius F),.

Se ilustré tomando como ejemplo los homomorfismos de
inmersién del campo GF'(8) en el campo GF (64), la relacion
existente entre el automorfismo de Frobenius y las funcio-
nes de inmersién, mostrandose que la composicién con el
automorfismo de Frobenius convierte cada homomorfismo de
inmersién en otro ya existente.
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