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Algoritmo de corte y continuacion con ramificacion
y acotacion para la solucion del problema
cuadratico con restricciones de caja

Cutting and continuation algorithm with branch and
bound for the solution of quadratic problem with box
constraints
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Allende?

Resumen Se presenta un algoritmo hibrido que combina una estrategia global de optimizacién con un método
de ramificaciéon y acotamiento basado en relajacion semidefinida positiva para el calculo de una solucion
e-aproximada del problema cuadratico con restricciones de caja. Los experimentos realizados demuestran que
el algoritmo propuesto disminuye el numero de iteraciones necesarias, el nimero de nodos explorados y el
tiempo de ejecucién en comparacién con otros métodos de optimizacion global concebidos para este problema.

Abstract We present a hybrid algorithm that combines a global strategy of optimization with a Branch and
Bound method based on semi-defined positive relaxation for the calculation of an e-aproximated solution of
bound constrained nonconvex quadratic programs. The realized experiments prove that the proposed algorithm
decreases the number of necessary repetitions, the number of explored nodes and time of execution as compared
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1. Introduccion

En este trabajo se estudia el problema de encontrar el
minimo global de una funcién cuadratica de n-variables aco-
tadas inferior y superiormente, conocido como el problema
de programacién cuadratica con restricciones de caja.

1
[OPB] fuingiop = min{f(x) = 5x" Qx+q"x | x€B}
(1)
B={xeR"| 0<x<e} 2

donde Q € §" denota una matriz simétrica de orden n, el vector
q € R" los coeficientes lineales de la funcién objetivo, y (e) el
vector unitario e = [1; 1;...;1] € R". Dado que todo problema
[QPB] en cajas mas generales (I < x < u) puede reducirse,
con un cambio de variables, a un problema equivalente con
0 < x <1, en este trabajo s6lo nos referimos al problema
estandar en la caja B.

Resulta bien conocido que los problemas cuadréticos con-

vexos (Q semidefinida positiva) tienen solucién en tiempo
polinomial [14]. El interés de este trabajo, sin embargo, se
centra en los problemas [QPB] no convexos (Q indefinida o
semidefinida negativa), en cuyo caso se tiene un problema
que por su complejidad pertenece a la clase llamada NP-Duro
[17].

Para resolver [QPB] se han disefiado numerosos métodos de
solucién, incluyendo problemas cuadréticos generales no con-
vexos, los cuales segun su cardcter se clasifican en locales
y globales. Entre otros, se cuentan, por ejemplo: método de
conjuntos activos de [7], algoritmos de punto interior [11],
métodos de planos cortantes y relajacion lineal [27, 18, 20] y
mds recientemente, adaptaciones del método de proyecciones
[6, 22, 23], métodos de relajacién y acotamiento con relaja-
cion convexa [26, 4, 3].

Un enfoque explorado por [15] consiste en la aplicacién suce-
siva de la estrategia de optimizacion global definida por los
dos pasos que se enuncian a continuacion:
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Paso-1: Partiendo de una solucién factible x° € B calcular un
minimo local x* de [QPB].

Paso-2: Determinar una nueva solucion factible X € B con
f(X) < finintoc — €, y regresar al paso-1 tomando x* =¥ (
donde fiinioe = f(x*), € > 0 suficientemente pequefio).

Como resultado de la aplicacidn de esta estrategia se genera
una secesién monGtona decreciente de minimos locales {x }

cuyo limite, de existir, resulta una solucién €—aproximada
fminglob_fminloc| <e.
fminglob -

| se le llama entonces error rela-

para el minimo global de (1). Esto es que |

fminglub 7fminloc
f;ningl ob
tivo de la aproximacion.

El paso-1 puede resolverse aplicando un método de bisqueda
local, como por ejemplo: Newton, Gradiente proyectado, etc.
Sin embargo, la realizacién del segundo paso resulta un pro-
blema tan dificil de resolver como el propio problema [QPB].
En ese mismo trabajo se propone utilizar un método de inmer-
sién y algoritmos de continuacion con saltos para resolver los
problemas de optimizacién uni-paramétrica asi construidos.
La experimentaciéon numérica realizada permitié identificar
ciertas limitaciones que invalidan la aplicacién directa de esta
estrategia. Si en la ejecucién del segundo paso se combina
el método de corte y continuacién con un procedimiento de
ramificacién y acotacién basado en condiciones necesarias
de optimalidad de primer orden y relajaciéon semidefinida
positiva, se obtiene un algoritmo hibrido que resuelve las difi-
cultades detectadas a la estrategia global.

Los contenidos de este articulo han sido organizados en cinco
secciones. En la siguiente seccion se describen brevemente la
estrategia de corte y continuacion dada en [15], y las limita-
ciones fundamentales que ella presenta. En la seccién-3.1 se
resumen los resultados mds relevantes asociados a la utiliza-
cion de métodos de ramificacién y acotacion. En la seccién-4
se presentan los pormenores del algoritmo propuesto. Deta-
lles de la implementacién computacional del algoritmo y los
resultados de la experimentacién realizada, son presentados
en la seccién-5. Finalmente, en las conclusiones, se proponen
posibles lineas para continuar la investigacion.

A la expresi6n |

1.1 Terminologia y notacion

En esta seccion se introducen algunas de las notaciones
que se usaran en el desarrollo del articulo. R” se refiere al
espacio Euclidiano de dimension n, R a los reales positivos,
y R™" al conjunto de matrices reales de # filas y n columnas.
Con S" se denota al conjunto de matrices simétricas reales
de nxn,ycon S} al de las matrices semidefinidas positivas.
El producto interno de dos matrices A, B € R"™*" se define
como A e B = trace(AT B) = o ?:1AinBij- A = 0 indi-
caque A€ S, yA=0locontrario A ¢ S . Con la letra /
se designara siempre a la matriz identidad en la dimensién
correspondiente. u o v) denota el producto Hadamard de los
vectores u,v € R", definido por [uov]; = u;v;.

2. Estrategia de corte y continuacion

Como se plantea en la introduccién, la problemadtica funda-
mental en la aplicacion de la estrategia de optimizacion global
presentada recide en la realizacién del paso-2. Resulta eviden-
te que una solucion factible del siguiente problema auxiliar
es, a su vez, una solucién del segundo paso de la estrategia.

[OPA] min{F(x) | x€ S} 3)
2l 0<x<1
S:{XER I Qx4 qTx 4o <0 } )

donde F(x) es una funcion convexa (preferentemente lineal o
cuadritica), y g0 = € — f(x*).

No es dificil de observar, que la restriccién %xTQ)H— g x+
qo < 0 introduce un corte en la caja B que deja fuera de S
al mejor minimo local x* calculado. Debido a la no convexi-
dad de la funcién cuadratica, [QPA] resulta un problema de
factibidad no convexo, que igualmente pertenece a la clase
de problemas NP-Duros, tan complejo de resolver como el
propio problema cuadratico original.

Para resolver el mismo, en [15] se sugiere aplicar el método
de inmersidn [10] considerando el problema paramétrico

[Pr(1)] Iml’n{ Flx,wt) = %[X*XO]ZJrchJr } )

Sw—wo]* +dw

Sujeto a:

Gi(x,w,t)=—x; <0, j=1,..,n

G11+j()€) = Xj -1 < 07 ] = 1,...,]1

Gani1(x,w,t) = t(337 Qx+q'x—qo) + (1 — 1) (w—wp) <0
Gopia(x,wt) = —w <0

0<r<1

donded e R,y wp € R;..

Observe que el punto (xg,wp) es una solucién del problema
[Pr()] para t=0. Asimismo, si xo es un punto interior de la
caja (0 < xp < 1), la dnica restriccién activa en ese punto re-
sulta Gap,41(x,w,t). De esta forma, partiendo de (xp,wp) para
t=0, y utilizando un método de continuacién con saltos [2, 8]
se describe la curva de puntos criticos generalizados (pcg) del
problema [Pg(¢)].

Se debe recordar que la utilizacién de los métodos de con-
tinuacion descansa sobre la base del teorema de la funcién
implicita, que a su vez requiere la no singularidad de la matriz
Jacobiana del sistema de puntos criticos

Dy F (x,w,1)+ Z?ZTZ UjDy G j(x,w,1) =0
1DxwGj(x,w,t) =0, j=1,..,n+2  (6)
uj =0, j=1,..,n+2

asociado al problema paramétrico (5).

Todos los puntos que resuelven el sistema (6) para los cuales
la matriz Jacobiana asociada es no singular se les 1lama puntos
criticos no degenerados o de tipo-1. Aquellas soluciones para
las cuales la matriz Jacobiana se hace singular se les llama
puntos singulares. Observe que la singularidad de la matriz
Jacobiana puede ocurrir si:
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= El sistema de vectores gradientes de las restricciones
activas resulta linealmente dependiente (singularidades
tipo-4 6 5),

= Se anula exactamente un multiplicador de Lagrange de
una restriccion activa (singularidad tipo-2), y/o

= La matriz Hessiana restringida al subespacio tangente
del problema es singular (singularidad tipo-3).

En [13] los autores definen la clase .% de problemas uni-
paramétricos, para los cuales solo aparecen estos cuatro tipo
de singularidades.

En el caso especifico del problema paramétrico (5) se puede
comprobar que la aparicion de singularidades tipo-4 solo pue-
de ocurrir cuando w = 0 y estan activas todas las componentes
de x para las cuales Qx+ g # 0. De igual forma las singulari-
dades tipo-5 solo pueden ocurrir en un punto extremo de la
caja B conw =0y £(x) = fuintoe — €+ 15 w0,

La experimentacion numérica realizada por Miranda permi-
ti6 identificar que el método de continuacién con saltos fun-
ciona exitosamente siempre y cuando este se mueva por una
curva de puntos criticos generalizados tipo-1,2 y 3, pero no
siempre consigue avanzar cuando se llega a una singularidad
tipo4 6 5.

De esta suerte, cuando concluye el primer paso de la estrate-
gia, con la determinacién de un minimo local x,t de [QPB], y
se intenta resolver el problema auxiliar [QPA] que introduce
el corte f(x) < f(x;) — € (segundo paso), este puede concluir
con la ocurrencia de una de las situaciones siguientes:

(I) El método de continuacién concluye exitosamente en t=1
con una solucién X € B que resuelve el corte f(X) <

r];”.nlo . — €. En ese caso se repite el paso-1 iniciando el
algoritmo local en X para obtener un nuevo minimo local

xp g de [QPB]. con f (xz 1) < SR intoe- Esta secuepcia

de pasos se repite iterativamente hasta que el algoritmo

se detenga por la ocurrencia de la situacién (II).

(II) El método de continuacién se detiene enun ¢ =7 < 1
con la aparicion de una singularidad tipo 4 6 5, en
la cual no se cumple la calificacién de restricciones
de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) y no es posible
encontrar soluciones para valores de t > 7.

A su vez la aparicién de una situacién tipo (II) puede ocurrir
por uno de los siguientes motivos

(ITI-A) La solucién alcanzada es el minimo global del pro-
blema. En ese caso el conjunto factible S del problema
auxiliar [PA] resulta vacio, y por ende no es posible
encontrar solucién del problema [Pr(¢)] para t=1. Es
por ello que el método de continuacion queda atrapado
en una singularidad tipo4 6 Sparaunt =7 < 1

(II-B) La solucién alcanzada no es el minimo global del
problema. Sin embargo, no es posible encontrar mejores
minimos locales porque no existe direccién de descenso

para realizar un salto a otra componente conexa, y con
ello el algoritmo no consigue encontrar soluciones para
valores de ¢t > 1.

A partir de estos resultados, se pueden identificar dos li-

mitaciones importantes para la aplicacion de la estrategia de
corte y continuacion. (i) Cuando se encuentra una singulari-
dad tipo 4 6 5, en la que no se cumple la MFCQ, no se puede
identificar si el minimo local calculado corresponde o no con
el minimo global del problema, y (ii) no se dispone de un
criterio que permita medir cuan cerca o lejos esté la solucién
actual del minimo global buscado.
Para resolver estas limitaciones, proponemos en la seccién-4
un algoritmo que combina la resolucién del problema pa-
ramétrico con un método de ramificacion y acotacion basado
en relajacion semidefinda positiva, tema sobre el cual se dis-
cute en la siguiente seccion.

3. Métodos de ramificacion y acotacion

En sentido general, los métodos de ramificacién y aco-
tacién consisten de tres componentes fundamentales: (1) el
célculo de una cota inferior para la solucion 6ptima del proble-
ma, (2) una estrategia para la ramificacion (particionamiento
de la regién factible en varios subconjuntos), y (3) la selec-
cion del subproblema o nodo a resolver en cada iteracién. En
las subsecciones que siguen se discuten diferentes propuestas
existentes para cada uno de estos aspectos.

3.1 Calculo de una cota inferior para la solucion
o6ptima del problema

En la face de acotacidn los procedimientos de ramifica-
cién y acotacion persigue el cdlculo de cotas inferiores para
el minimo global del problema a partir de la solucién de un
problema auxiliar relajado, mas sencillo de resolver que el
problema original. Una via l6gica para construir tales proble-
mas auxiliares relajados consiste en la convexificacién del
problema, lo cual puede lograrse a través de:

1. La aproximacion de la funcién objetivo por una funcién
minorante convexa g(x), [g(x) < f(x), V x de la regién
factible], y/o

2. La aproximacién del conjunto de posibles soluciones
del problema con un sobreconjunto convexo.

Para el caso especifico del problema (1), la funcién a-Minorante
de Adjiman-Floudas (a-MAF) [1] es un ejemplo concreto
de relajacion tipo (1). Esta funcién se define segin g(x) =
Fx)+YL axi(xi—1). Note que Y7, otxi(x; — 1) < 0 (con
Hessiana A = al). Es evidente que g(x) < f(x) sobre la regién
factible, y para o suficientemente grande, con Q +2A € S,
se obtiene la convexidad de g(x).

Por otra parte, un modo de caracterizar el conjunto de posibles
soluciones del problema [QPB] es describir los posibles mini-
mos locales mediante el sistema de condiciones necesarias de
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primer orden de Karush-Kuhn-Tucker

ZQ/;X;-FC[j—f—yj—Zj = 0, j:1,2,...,l’l 7
i=1

yi(l—x;) 0, j=1,2,....,n ®)

zxj = 0, j=12,..n (9

X < 1, j=12..n (10)

XjsVjZj > Oa jzlaza"'7n (11)

(donde y, z € R" son los multiplicadores de Lagrange relativos
a las restricciones (x < 1) y (x > 0) respectivamente)

Se puede probar que sobre el conjunto de puntos (x,y,z) € R¥"
que satisfacen las condiciones (7-11), se cumple %xT Ox+
q"x=73(q"x—ey).

De esta forma el problema (1) es equivalente a

1 ~
[OPBKKT] min{i(qTx— e’y) |xe B} (12)
B Ox+q+y—z=0,
B=< (x,52) €RY| yo(1—x) =0,z0x=0, (13)

0<x<1, y,2>0

Note que, con esta transformacion se logra linealizar la fun-
cién objetivo, pero, debido a las restricciones KKT de comple-
mentariedad (yo (1 —x) = 0,z0x = 0) se traslada el problema
de la no convexidad al nuevo conjunto factible B.

La relajacién m4s natural de B consiste en suprimir las con-
diciones KKT de complementariedad y con ello obtener un
problema de programacion lineal (PL) al que se referird en lo
adelante como [RKKT]. Sin embargo, dado que las variables
¥,z no estan acotadas, no se puede garantizar la existencia de
una solucién acotada para dicho PL.

Otra forma de reformular del problema (1) es la suge-
rida por Padberg [16], consistente en linealizar las compo-
nentes cuadrdticas de f(x) por medio del cambio de varia-
bles x;j = xix;, 1 <i< j<n. Dado que %xTQx—f—qTx =
Y Y1 Qijxij+ g x, el problema

n n

1 _
mln{zz ZQijxij“"qTx | XGB}

(14)

BZ{xeR“”T) }(w)

es equivalente a [QPB]. Como en el caso anterior, aqui se
logra la linealizacién de f(x) pero la regién factible resultante
B es igualmente no convexa.

En este caso, la relajacion lineal del conjunto factible resulta
probablemente la eleccién mas popular, evidenciado por la
gran cantidad de reportes que la contienen. A esta clase de
relajaciones pertenecen las llamadas Técnicas de Reformula-
cién y Linealizacién (RLT) de Sherali [20], extensivamente
utilizadas con estos y otros fines. La misma consiste en re-
lajar las condiciones cuadraticas (x;; = x;x;) por el conjunto

i=1j=1

0<uxj,xj <1, xij=xxj,
1<i<j<n

de inecuaciones (x;; <x;, x;; <xj,x; > xi+x;—1,x;; > 0),
para obtener un (PL) con funcién objetivo definida segtn (14)
y conjunto factible

0<xj,x; <1,
Xij < xj, xij < X,

xi+xj < xij+1,

1<i<j<n

B={ (x,X) e R™(mm) (16)

Por otra parte, utilizando la notacién matricial, las ecuaciones
x;j =x;xj, 1 <i< j<npueden escribirse como X = T, y
con ello el problema (14) puede reformularse como:

1
min {EQOX—&—qTx\ x€B, X =xx"} (17)

T

Dado que la ecuacién X = xx* es equivalente con rang(X)=1

T

X
la condicién de rango se obtiene la relajacion semidefinida
positiva de [QPB] propuesta por Shor [21]

Lo 1 . ..
yX e S,f, y esta dltima con ( N ) € 8%, si se elimina

o1 T 1«

min {EQOX—#q x| x €B, ( . X > =0}  (18)
Se sabe, sin embargo, que cuando Q < 0 la solucién 6ptima
de (18) es —oo, lo cual ocurre porque se tienen muchos grados
de libertad para X.

Para salvar este inconveniente [19] propone introducir las res-
tricciones lineales diag(X) < x (derivadas de x;; = x;x;), con
lo cual se obtiene una nueva relajacion semidefinida positiva
de (1).

1 ~
[RSDPy]  min {EQ0X+qTx| (x,X)€By} (19
1 x'
E(): (LX)ERrH»an 0<x<1, (x X >t07
diag(X) <x
(20)

Una mejora significativa a la propuesta de Sherali fue
presentada recientemente por Burer y Vandenbussche [4]. En
ella se combina [RSDFy] con la la relajacién basada en las
condiciones necesarias de optimalidad KKT de primer orden
para obtener el siguiente modelo relajado.

1 .
[RSDP;] min{2Q0X+qTx (x,y,z,X)EBl} (21)

x€B, diag(X) <x,

1 X7
(x ’ )EQ
Ox+q+y—z=0,
2> 0,
QeX+q'x=
1(g"x—e"y)

o)
I

(x,y,z,X) c R3n+n><n

(22)
Este modelo posee caracteristica muy favorables para la apli-
cacion de un procedimiento de ramificacién y acotacion, que
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contrarrestan la desventaja asociada a la insercion de nuevas
variables y restricciones en el modelo

. Existen asimismo variaciones de [RSDP; ], como la propuesta
por Burer y Chen [5], que incorporan al modelo condiciones
necesarias de segundo orden para conseguir una aproxima-
cién mas fina de (15). Segun su reporte, los experimentos
realizados muestran una reduccién en el niimero de nodos ex-
plorados, pero a costa de un incremento sensible en el tiempo
de resolucion.

Como se puede observar, en todos los casos estudiados la
relajacién B del conjunto factible B y/o la obtencién de una
funcién minorante g(x) para f(x) estdn estrechamente ligadas.
Entre ellos puede verificar la siguiente relacion

. minyepg(x) .
5 < <
in cps(o) < { T < minens(a) 3
La clave del éxito reside en elegir g(x) y/o B de forma tal que
uno de los problemas min, _gg(x), minyepg(x) 6 min _gf(x)
sea mds fécil de resolver que el problema original min,cp f(x).

3.2 Estrategias de ramificacion

Toda estrategia de ramificacién puede ser vista como la
division de cierta parte de la region factible por la adicién
de nuevas restricciones, frecuentemente asignando valores
a las variables. Si el conjunto en cuestion se divide en dos,
a la ramificacidén utilizada se le llama particionamiento di-
cotémico. La ramificacion recursiva del problema define un
arbol estructurado, cuyos nodos se corresponden precisamente
con los subproblemas que se definen manteniendo la misma
funcién objetivo sobre cada una de las subregiones en que
se divide el conjunto factible. En general, toda estrategia de
particionamiento dicotémico pasa necesariamente por estable-
cer: (a) qué reglas utilizar para la divisién del conjunto y (b)
qué reglas aplicar para la seleccién del subproblema (nodo) a
resolver en cada iteracion.
Entre las reglas mds usadas para el particonamiento dicotomi-
CO se cuentan:

RPS: Regla de Particionamiento Simple. Se selecciona una
variable x;, que corresponde a la arista mds larga de
la caja, y se divide el conjunto en dos partes iguales
respecto a la variable seleccionada. De esta forma, si
l; <x; <u;,los dos nuevos subconjuntos se generan
insertando en uno de ellos la restriccion x; < liizu", yen

el otro x; > Z’J“T“'

RPA: Regla de Particionamiento Avanzada. Se procede de
forma similar a la regla (RPS), pero al definir los dos
nuevos subconjuntos, se verifica si el valor de la variable
x; seleccionada es un punto interior de su arista /; <x} <
u;. De ser asi, las restricciones a introducir en los nuevos
subconjuntos son x; < x} y x; > x; respectivamente. En

caso contrario se procede segtin (RPS).

PKKT: Particionamiento basado en las condiciones KKT de
complementariedad. Esta regla estd asociada al parti-

cionamiento del conjunto que se obtiene por la relaja-
cién de las condiciones KKT de complementariedad
en (13). Segin (PKKT) se deben seleccionar las varia-
bles x;,y;,z; correspondientes a la mayor violacién de
las condiciones KKT de complementariedad, y el parti-
cionamiento se realiza forzando el cumplimiento de la
misma. Observe que en este caso se obtiene un particio-
namiento tricotémico, donde el primer subconjunto se
genera insertando las restricciones x; =0y z; =0, en el
segundox; =1yy; =0,yenelterceroy; =0y z; =0.

RPH: Regla de Particionamiento de Hansen. Una vez selec-
cionada (segun los criterios precedentes) la variable x;
sobre la cual se realizar4 el particionamiento del con-
junto, la construccion de estos se realiza atendiendo al
teorema de Hansen et. al., segin el cual:

(a) cuando Q;; <0
(a.1) Definir el primer subconjunto insertando las res-
tricciones x; =0, y
(a.2) en el segundo x; = 1.

(b) pero cuando Q;; > 0, se precisa un particionamiento del
conjunto en tres partes, donde
(b.1) el primer subconjunto se define insertando la con-
dicién x; =0,
(b.2) en el segundo Qix+¢g =0,y
(b.3) en el tercero x; = 1.

Finalmente, para la seleccién del subproblema o nodo a resol-
ver en cada iteracion, las reglas mds utilizadas son:

ENMCI: Explorar el Nodo con Menor Cota Inferior. Prioriza
la exploracion del subprobelma de menor cota inferior
calculada, por ser la regién donde se sospecha puede
existir el menor valor de la funcién objetivo. Tiene
como ventaja que en cada nueva iteracién se pueden
eliminar todos los subproblemas para cuya cota infe-
rior fip calculada sea mayor o igual que la mejor cota
superior f7;p encontrada (fzz > f{;p)-

EHA: Exploracién Horizontal del Arbol. Consiste en resol-
ver todos los subproblemmas de un mismo nivel en el
arbol, antes de pasar a explorar los del siguiente nivel.
Tiene como inconveniente el crecimiento exponencial
del nimero de subproblemas en cada nuevo nivel del
arbol.

EPA: Exploracién en Profundidad del Arbol. Se trata de se-
leccionar primero al nodo que se encuentra en el nivel
mas profundo del arbol. En este caso el nimero de no-
dos pendientes de resolver es menor o igual al nimero
de niveles del drbol multiplicado por el mdximo nimero
de subproblemas en que se divide un nodo.

La seleccion combinada de los elementos presentados dan
lugar a diferentes métodos de ramificacion y acotacién. Asi,
por ejemplo, uno de los primeros métodos de optimizacién
global efectivo conocido para resolver [QPB] fue desarrollado
por Hansen et. al. [12], y en él se combinan las técnicas de
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padberg con las RLT para la relajacion de la region factible, y
las reglas RPS y RPH para la ramificacién del problema.

Un procedimiento de ramificacion y acotacién muy eficiente
es el presentado por Burer y Vandenbussche [4], que igual-
mente parte de aplicar las técnicas TRP combinadas con la
relajacion RSDP; para el cdlculo de las cotas inferiores, y para
determinar la cota superior de cada subproblema, utilizan un
procedimiento de buisqueda local. Para conformar la estrate-
gia de ramificacion utilizan la regla PKKT (para la seleccion
de la variable sobre la cual se realizara el particionamiento),
combinada con RPH (para la generacién de los nuevos sub-
conjuntos), y ENMCI (para la seleccion del nodo a explorar).
Dado que el nimero de multiplicadores de Lagrange es finito,
el procedimiento as{ construido concluye en un nimero finito
de pasos, caracteristica que lo distingue y lo hace ventajoso
en comparacién con los propuestos anteriormente.

4. Algoritmo de corte y continuacion con
Ramificacion y Acotacion

El algoritmo que se propone en este trabajo puede verse
como una mejora de la estrategia global de corte y continua-
cién presentada en la seccion-2. En este sentido se mantiene la
idea de la realizacién de un paso de bisqueda global (paso-1)
seguido de un paso globalizacion (paso-2), pero difiere de esta
en forma en que se ejecuta el segundo paso.

El algoritmo inicia con la estrategia de corte y continuacion,
que como se explicé en la seccién-2 concluye cuando para
cierto < 1 el método de continuacion queda atrapado en una
singularidad tipo 4 6 5, reportando a f7;; como la mejor cota
superior calculada para f,ingiop-

La novedad del algoritmo consiste en continuar la bisqueda,
ahora con el célculo de una cota inferior f7p, a partir de la
solucién del problema relajado [RSDP1]. De esta forma se
dice que el nodo origen ha sido resuelto o explorado.
Disponer de ambas cotas permite determinar entonces el gap
relativo= |ﬁ”}z}%| que mide la diferencia existente entre ellas
y que serd tomado en cuenta para reconocer cudndo se ha
alcanzado una solucién del problema suficientemente buena.
En caso que el gab relativo sea inferior a cierta tolerancia
€ > 0 prefijada (criterio de parada), el algoritmo concluye
reportando el mejor minimo local calculado como una so-
lucién g-aproximada de fiing106. Observe que, a diferencia
de la estrategia global, el algoritmo propuesto dispone de un
mecanismo para reconocer cuando ha alcanzado la solucién
optima.

En caso contrario (gab relativo> €), se sigue (segin ramifica-
cioén y acotacion) con el particionamiento de la caja actual en
dos subregiones By y By mis pequefias y disjuntas. A conti-
nuacién se resuelve el problema relajado [RSDP1] sobre cada
una de las nuevas subregiones, calculando asi una cota inferior

fL(? para cada By.

Si para alguna de las cotas f,ﬁ? calculadas se cumple fIE? >
f{1> €l problema correspondiente a By queda eliminado.

Seguidamente, de entre la lista de nodos no explorados se
selecciona, segin el criterio ENMCI, al nodo con menor cota
inferior. Sobre el subproblema By seleccionado se aplica nue-
vamente el método de corte y continuacién para calcular una

cota superior fgg, con lo cual el nodo queda explorado. En lo
adelante se repite la misma rutina hasta que todos los nodos
hayan sido explorados y/o eliminados.

El pseudocddigo que sigue a continuacion resume el funcio-
namiento 16gico del algoritmo.

Inicio: k=0, B = B, fijarx¥) € B.
Resolver problema relajado RSDP; para calcular cota
inferior fL(]I;).

Paso-1: Calcular minimo local x* de (1) partiendo de 0 e
B.

. k . i) .
Hacer f,(jg =f(x")y fip= mm{f,%,] =0,...,k}
s« (k)
Si |%| < &, FIN del procedimiento, x* solucién
€- aproximada.

Paso-2: Determinar una nueva solucion factible X € B con
& < fip—¢

Para ello se propone la ejecucién de los pasos 2.1 a 2.3

Paso-2.1: Utilizar método de continuacién para resolver el
Problema [Pg(r)] en la caja B. Si se alcanza una solucién
%) para [Pg(t = 1)], poner x*) = %) y regresar al Paso-

En caso contrario seguir al paso 2.2

Paso-2.2: Particionar el conjunto B segun reglas de particio-
namiento seleccionadas.
Supongamos que B corresponde a la subcaja B, de la
particién, (m € {1,...,k})
Como resultado de la particion se obtienen dos nue-
vas subcajas, indexadas como B, y By 1. Continuar al
Paso-2.3.

Paso-2.3: Resolver problema relajado segiin RSDP; en las

cajas B, y By para obtener cotas inferiores fL(g) y

flfgﬂ). Eliminar de la bisqueda aquellas subcajas B;

donde £4) > fi,.
Determinar indice j* con fL(g) = min{fL%),j =1, k+
1} y seleccionar subcaja B = Bj,.

Hacer k=k+1. Poner x(%) = x*eB i+, Y regresar al Paso-
1.

Observe que cuando la region factible se particiona, el
reinicio del método de corte y continuacidn sobre las nuevas
subregiones funciona como un salto a una nueva componente
conexa del conjunto original, y co ello el método de conti-
nuacién puede escapar de la region de atraccion de las singu-
laridades donde estaba atrapado. De esta forma el algoritmo
resuelve la segunda limitacion sefialada a la estrategia global.
En relacién con el método de ramificacion y acotacién de
Burer-Vandenbussche, el algoritmo hibrido permite el calculo
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de una mejor cota superior que los algoritmos de bisqueda
local empleados en [4], provocando con ello la introduccién
de cortes mds profundos en el problema paramétrico y un
nivel de comparacién mas exigente para la eliminacién de
nodos.

Un elemento importante a destacar es la introduccién de una
nueva regla para la seleccion de la variable a particionar.

RPD: Regla de Particionamiento basada en los elementos de
la Diagonal de Q. Consiste en seleccionar la variable
x; (no seleccionada antes) que corresponda al elemento
Q;i de menor valor en la matriz Q.

La introduccion de este criterio esta orientada a eliminar, en
primer lugar, a las componentes de x que mas contribuyen a

2,
la no convexidad de la funcién objetivo (Q;; = J a]; g’” < 0), de
forma tal que los nuevos nodos que se van a crear resulten
mads sencillos de resolver.

Otros aspectos a sefialar para la implementacion del algoritmo

son:

= Utilizar la estrategia de corte y continuacion para el
célculo de la cota superior en cada subproblema a resol-
ver.

» Para el cdlculo de la cota inferior en cada nodo del arbol,
se resuelve un problema de programacién semidefinida
positiva definido por la relajacién RSDP1 correspon-
diente.

= Tomar como punto de partida para el cdlculo de la cota
superior, a la componente x de la solucion (x*,X*,y*,z*)
del problema relajado correspondiente.

= Realizar ramificacién utilizando la regla RPD para la
seleccion de la variable a particionar, combinando las
reglas PKKT y RPH para la division del conjunto fac-
tible y la regla ENMCI para la seleccién del préximo
nodo a explorar.

= Como es tipico en la programacién de los métodos de
ramificacion y acotacidn, en este trabajo, junto con el
criterio de parada basado en el gap relativo, se establece
un tiempo limite de procesamiento, transcurrido el cual,
el algoritmo se detiene, atin cuando la mejor solucién
calculada no satisfaga la tolerancia prefijada. Por de-
fecto se tomard una tolerancia del 1% del valor f{;
(e =0,01), y el limite de tiempo maximo se fijard en
40 000 CPU segundos.

= En base a la experiencia, y conociendo que a medi-
da que los conjuntos factibles se hacen mas pequefos,
disminuye la probabilidad de encontrar mejoras cal
minimo local calculado en el paso-1, se establece el
pardmetro (MAXPAFO) que controla la cantidad de
iteraciones en que se utiliza el método de corte y conti-
nuacién (Paso-2.1).

5. Analisis de Resultados

En esta seccién se describen las experiencias extraidas de
la experimentacién computacional realizada con el fin de veri-
ficar si el algoritmo de corte y continuacién con ramificacién
y acotacion resuelve las limitaciones sefaladas a la estrategia
de optimizacion global, y medir la calidad de los resultados
obtenidos.

La implementacidn del algoritmo propuesto la seccién 4 (que
en lo adelante se denotard por PAFO-SDP1), asi como de
la estrategia de optimizacion global descrita en la seccion 2
(denotada por CUTandPAFO), y del procedimiento de rami-
ficacion y acotacién de Burer-Vandenbussche de la seccion
3 (denotada por SDP1-KKT) fueron todas realizadas sobre
MATLAB R2013a. En los tres cédigos se incluye el uso de
funciones propias de Matlab, tales como quadprog [24] que
se utiliza para el cdlculo del minimo local de [QPB], y la com-
binacién cvx.m - sdpt3.m [25, 9] para resolver los problemas
de programacioén semidefinidos positivos y respectivamente.
Todos los experimentos realizados fueron corridos en una
computadoras VIT con procesador core i3 a2.4 Gy 2 GB de
memoria RAM.

Para la ejecucién de los experimentos fueron tomados los
90 problemas pruebas recibidos gracias al intercambio per-
sonal con Samuel Burer (1University of Iowa). Los mismos
incluyen 54 las instancias propuestas en [26] que contiene pro-
blemas de hasta 60 variables, y a los que Burer refiere como
bdsicos, y 36 ejemplos adicionales que contienen problemas
entre 70 y 100 variables propuestos [5, 3] y referidos como
extendidos en la citada comunicacién personal con Burer .
Al igual que en los trabajos referidos, aqui se identificara ca-
da problema por la tupla (N-D-S), donde N es la dimensién
(ndimero de variables) del problema, D la densidad (porciento
de elementos distintos de cero) de la matriz Q, y S la semilla
utilizada en cada una de las réplicas del experimento. Para
cada combinacién de N y D se los autores generan tres répli-
cas del mismo tomando S=1,2,3 en el generador de nimeros
aleatorios (random) de Matlab. Asi por ejemplo la notacién
50-60-1 indica que el problema tiene 50 variables, el 60 % de
los elementos de la matriz Q son diferentes de O, y la genera-
cion se realiza a partir de la semilla 1.

Para evaluar el comportamiento de los algoritmos se tendran
en cuenta los siguientes pardmetros:

= Nidmero total de nodos (NODOS) generados por el algo-
ritmo, que equivale al niimero de problemas relajados
tipo [RSDP] resueltos,

= Tiempo total empleado por el algoritmo para resolver
los problemas (TTEMPO),

= Numero total de iteraciones ejecutadas (TOTITER),

= Jteracion en que se alcanza la solucién 6ptima (OPTI-
TER),

= asi como el gap relativo (GAPREL) para aquellos pro-
blemas en que el algoritmo se detiene por alcanzar el
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limite de tiempo prefijado.

La seccidn se inicia con experimentos preliminares para
determinar la magnitud del pardmetro MAXPAFO para el
algoritmo PAFO-SDP1. A partir de los resultados observados
en la figura-1(a), se puede fijar MAXPAFO= % pues a la
altura de esa iteracion (excepto para el problema 100-75-1) ya
el algoritmo ha alcanzado la solucién 6ptima. El total de las
iteraciones restantes (TOTITER-OPTITER) ha de realizarse
entonces para identificar que el mejor minimo local calculado
se corresponde con el minimo global del problema.

Seguidamente, se analizan los resultados alcanzados con
la aplicacién de la estrategia global CUTandPAFO y se com-
paran con los del algoritmo propuesto con el fin de verificar si
PAFO-SDP1 resuelve las limitaciones sefialadas al primero.
Luego se comparan los resultados de PAFO-SDP1 con los al-
canzados por la implementacion realizada del procedimiento
de Burer-Vandenbussche (SDP1-KKT) y finalmente se estudia
la dependencia existente entre los pardmetros entre ellos y con
las caracteristicas del problema.

5.1 Comparacion de CUTandPAFO con PAFO-SDP1
Comparando la solucién ptima calculada por la estrategia
global pura (CUTandPAFO) con los valores éptimos reporta-
dos en la comunicacién personal de Burer con los autores de
este trabajo, se comprobd que en 74 de los 90 problemas se
alcanza la solucién 6ptima, lo cual puede considerarse como
un buen resultado. Sin embargo, y como ya se ha expresado,
CUTandPAFO carece de un criterio para medir la calidad de
la solucién alcanzada, por lo que en ninguno de los casos se
puede asegurar que la solucidn calculada es el minimo global
de [QPB]. Lo anterior queda evidenciado, por ejemplo, en el
caso de las tres réplicas del problema de 20 variables y densi-
dad 100 (20-100-S con S=1,2,3). Observe en la tabla-1 que
en los problemas 1 y 3 se ha alcanzado la solucion 6ptima re-
portada (Error Relativo=0), pero en ambos casos la estrategia
se detiene (Salida) al encontrar una singularidad tipo-4. Igual
ocurre con el problema 2, en el cual el minimo local calculado
no se corresponde con la solucién 6ptima del problema (ver
en la tabla-1 ErrorRelativo # 0,y fri100 < Fringlob)-
Por otra parte, se pudo comprobar que el algoritmo hibrido
(PAFOSDP1) alcanza la solucién éptima reportada en todos
los casos. Sélo en seis problemas (80-50-1, 100-50-(1 y 2)
y 100-75-(1,2 y 3 ) no se puede confirmar el resultado, por
sobrepasar los 40 000 cpu segundos prefijados sin el nivel
de tolerancia especificado (1 %) (fig-1(b)). En este caso, sin
embargo, como el algoritmo dispone ahora de una acotacién
inferior f;p para el valor minimo global se puede calcular el
gap relativo, medida de calidad que no se dispone en CU-
TandPAFO. En la figura-1(c) se observa que el gaprelativo
correspondiente a estos seis problemas es siempre inferior a
0.05 (5 %).
Tomando en cuenta estos resultados se puede inferir que el
algoritmo disefiado cumple satisfactoriamente las expectativas
para las que fue disefiado, resolviendo en todos los casos las

limitaciones sefialadas a CUTandPAFO.
Otros aspectos de interés a resaltar sobre el comportamiento
de algoritmo disefiado son:

= Relacidn entre el nimero de nodos generados (NODOQOS)
y los nodos explorados (TOTITER)
La figura-2(a) muestra una relacién lineal muy bien
ajustada (R?> = 1) entre estas dos magnitudes, cuya ecua-
cion (NODOS=2(TOTITER)+0.9422) es una prueba de
la fuerza que aporta la bisqueda una mejor cota supe-
rior al criterio de eliminacién asumido en el algoritmo.
Observe ademas que la diferencia entre TOTITER (ver
figura-2(a)) y OPTITER (ver figura-1(a)) expresa cos-
to computacional tan elevado que hay que pagar para
identificar el 6ptimo global.

= Relacidn entre el tiempo total empleado por el algorit-
mo (TIEMPO) y el nimero de nodos generados (NO-
DOS).
De igual forma se evidencia una relacién lineal (TIEM-
PO=9.57 (NODOS)-408) entre el tiempo que emplea el
algoritmo para alcanzar la solucién éptima y el nimero
de nodos generados, cuya ecuacion explica que por cada
nodo generado el algoritmo consume aproximadamente
10 CPU segundos (ver figura-2((b)).

= Relacidn entre el nimero de nodos generados (NODOS)
y la densidad de la matriz
El estudio de esta relacion se ve criticamente afectado
por la no homogeneidad de la distribucién de las densi-
dades en relacion con el nimero de variables (La base
de problemas seleccionada no tiene la misma cantidad
de niveles de densidad para todos los niveles del nime-
ro de variables). Como se evidencia en la figura-2(c),
el analisis de los 8 problemas 20-D-S, con 8 niveles de
densidad 30 < D < 100, no permite detectar una rela-
cién entre estas dos magnitudes. Observe que los ajustes
ilustrados tienen todos muy mala calidad (R? <0.25).
Para el andlisis de esta relacion se necesitan mas expe-
rimentos.

= Relacidn entre el tiempo total empleado por el algorit-
mo (TIEMPO) y , los nodos explorados (TOTITER)
Esta relacion se puede deducir de las dos primeras re-
laciones estudiadas, lo cual se puede confirmar en la
figura-2(d).

5.2 Comparacion con otros métodos

Para proveer alguna perspectiva sobre cémo nuestro al-
goritmo se compara con técnicas globales estandares de op-
timizacién para [QPB], se presenta una breve comparacién
con el procedimiento propuesto por Burer y Vandenbussche
[4], uno de los mas eficientes conocidos para la solucién del
problema cuadrdtico con restricciones de caja. Las caracteristi-
cas fundamentales de este procedimiento han sido claramente
presentadas al final de la seccidén-3.2. Aunque la comparacion
se realiza a un alto nivel, sentimos que resalta las diferencias
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Prob. N-D-S T inloc i glob ErrorRelativo Salida
1 20-100-1 | -706.500 | -706.500 0.000 "GCP Typ-4’
2 20-100-2 | -851.058 | -856.500 0.006 "GCP Typ-4’
3 20-100-3 | -772.000 | -772.000 0.000 "GCP Typ-4’

Tabla 1. Resumen de las solucién alcanzada por CUTandPAFO para 20-100-S.
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Figura 1. Mediciones del comportamiento del algoritmo PAFO-SDP1

tipicas entre nuestro método y los métodos globales de opti-
mizacién mas utilizados en los tltimos tiempos.

Note también que estamos ajenos a cualquier c6digos de opti-
mizacion global disponible piblicamente.

La diferencia principal que existe entre estos dos enfoques
resulta, la determinacién de una cota superior mejorada en
el algoritmo PAFO-SDP1. El resultado de esta variacion se
muestra en la figura-3. La figura -3(a) muestra una gréfica
log-log de el nimero de nodos generados por nuestro algo-
ritmo contra los generados por SDP1-KKT. En la figura se
puede observar que al menos para la solucién de los 90 pro-
blemas pruebas el arbol generado por nuestro algoritmo tiene
un nimero considerablemente menor de nodos que el gene-
rado por SDP1-KKT. De igual forma, en la grifica log-log
(figura-3(b)) que muestra el nimero de nodos explorados por
PAFO-SDP1 contra los explorados por SDP1-KKT, se eviden-
cia que para resolver los problemas pruebas, nuestro algoritmo
precisa de menos iteraciones (= nimero de nodos explorados)
que el procedimiento SDP1-KKT. Como consecuencia directa
de estos resultados, en PAFO-SDP1 se logra también una sen-
sible reduccién del tiempo total de procesamiento necesario
para alcanzar la solucién éptima (ver figura-3(c)).

Otro aspecto a comparar es, cudn lejos de la solucion 6pti-
ma quedan ambos algoritmos en aquellos problemas donde
se detienen por alcanzar el limite de tiempo prefijado (40000
CPU segundos). En la figura-3(d) se grafican las curvas co-
rrespondientes al gap relativo del procedimiento SDP1-KKT

y al algoritmo PAFO-SDP1. Una lectura simple de esta grafica
permite detectar que en todos los casos el algoritmo de corte
y continuacién con ramificacién y acotacion alcanza una so-
lucién més cercana al 6ptimo global que el procedimiento de
Burer-Vandenbussche.

A la vista de estos resultados se puede conjeturar el algo-
ritmo disefiado mantiene un comportamiento muy bueno en
comparacion con el procedimiento de Burer-Vandenbussche.

6. Conclusiones

Los resultados computacionales presentados en este traba-
jo evidencian la clara ventaja que posee el algoritmo disefiado
en comparacion con la estrategia global de corte y continua-
cion. Asimismo se muestra el efecto positivo que produce
la introduccién de cortes mas fuertes y el uso de la regla de
seleccion RPD en el procedimiento de ramificacién y acota-
cién. Adicionalmente se sugiere la posibilidad de estudiar el
efecto que producen el cambio de densidad y del nimero de
valores propios negativos en la matriz Q en el los parametros
que miden el comportamiento del algoritmo.
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