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Solución del problema elástico lineal en medios
cilíndricos y esféricos transversalmente isotrópicos
Solution of the linear elastic problem for
transversely isotropic cylindrical and spherical
medias
David Guinovart Sanjuán*, Reinaldo Rodríguez Ramos, Raúl Guinovart Díaz, Julián Bravo
Castillero, Ransés Alfonso Rodríguez.

Resumen En este trabajo se estudia el problema elástico lineal en medios transversalmente isotrópicos
cuando la geometría de estos es descrita utilizando coordenadas curvilíneas. Se obtienen las expresiones de las
ecuaciones de equilibrio de compuestos cilídricos y esféricos. Cuando el medio es homogéneo, las ecuaciones
tienen solución analítica, que puede ser encontrada usando el método de variación de parámetros. Se obtienen
las soluciones de los problemas unidireccionales para las coordenadas cilídricas y esféricas.
Abstract In this work, the linear elastic problem in transversely isotropic medias, which geometry is described
using curvilinear coordinates, is studied. The general expression of the equilibrium equations for cylindrical and
spherical structures is obtained. When the medium is homogeneous, the problem has an analytic solution, that
can be found by the parameters variation method. The solution of the unidirectional problems for the cylindrical
and spherical coordinates is obtained.
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Introducción
La homogeneización es un método matemático útil para

resolver problemas con condiciones de frontera en medios
de estructura periódica, facilitando además el cálculo de las
propiedades efectivas de compuestos con contacto perfecto e
imperfecto, [2, 7, 12, 13].

En [4] se ilustran los cambios de anisotropía tras aplicar el
Método de Homogeneización Asintótica en compuestos lami-
nados y las aplicaciones de los mismos. Se muestra, además,
que para un compuesto laminado de componentes isotrópicas,
la estructura homogeneizada exhibe un comportamiento trans-
versalmente isotrópico. Esta clase de simetría se manifiesta
en un gran número de compuestos laminados, entre los que se
incluyen los tejidos blandos, [14, 15].

En este trabajo se deduce el problema de equilibrio para
compuestos cilíndricos y esféricos transversalmente isotró-
picos en términos de la base ortormal de vectores tangentes,
[2, 3, 6, 9]. Se determinan las expresiones de los vectores tan-
gentes covariantes y los símbolos de Christoffel asociados a
dichos sistemas. Se obtiene la expresión general de la solución
del problema elástico unidimensional para las coordenadas ci-

líndricas y esféricas. El trabajo presenta una metodología para
determinar la solución del problema elástico unidireccional
para compuestos en coordenadas curvilíneas.

1. Problema elástico en coordenadas
curvilíneas

Consideremos un medio curvilíneo homogéneo Ω en el
cual el tensor de tensiones σσσ y el de deformaciones εεε se
relacionan por la ley de Hooke

σσσ = C : εεε, (1)

donde C es el tensor elástico del sólido Ω, el cual es un tensor
de cuarto orden y que cumple las siguientes propiedades de
simetría

Ci jkl =C jikl =Ci jlk =Ckli j.
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En el caso particular donde Ω es transversalmente isotrópico
el tensor elástico tiene la expresión

C =


C1111 C1122 C1133 0 0 0
C1122 C2222 C2233 0 0 0
C1133 C2233 C3333 0 0 0

0 0 0 C2323 0 0
0 0 0 0 C1313 0
0 0 0 0 0 C1212

 . (2)

Para describir la geometría del sólido se toma un siste-
ma de coordenadas curvilíneas (x1,x2,x3) ortogonal, es decir
la base de vectores tangentes, {gi}3

i=1, asociados al sistema
cumple que el tensor métrico tiene la forma

[gi j] =

g11 0 0
0 g22 0
0 0 g33

 , (3)

donde gi j = gi ·g j, [5]. Casos particulares de dichos sistemas
de coordenadas ortogonales son las coordenadas cilíndricas
(ver Figura 1) y esféricas (ver Figura 2).

Dado que {gi}3
i=1 es una base para R3 se cumple, entonces,

que {gi⊗g j}3
i, j=1 es una base para el espacio Lin3(R3) de las

aplicaciones lineales de R3 en sí mismo, donde “⊗ ” denota
el producto diádico. De esta forma se tiene que el tensor de
tensiones σσσ se puede expresar respecto a la base {gi⊗g j}3

i, j=1
en la forma

σσσ = σ̂
i jgi⊗g j, (4)

donde σ̂ i j son las componentes contravariantes del tensor de
tensiones. Con el objetivo de expresar el tensor σσσ respecto a
una base ortonormal, se considera la base de vectores {ei}3

i=1
donde

ei =
1
√

gii
gi.

Por tanto, sustituyendo en la ecuación (4) llegamos a la expre-
sión

σσσ =
√

gii
√

g j jσ̂
i jei⊗ e j, (5)

de donde se tiene que

σ
i j =
√

gii
√

g j jσ̂
i j, (6)

son las componentes del tensor σσσ respecto a la base {ei⊗
e j}3

i, j=1.

1.1 Ecuaciones de equilibrio
Estudiemos las ecuaciones de equilibrio de la teoría de

elasticidad sobre Ω acotado por su frontera ∂Ω = Σ1 ∪Σ2,
donde Σ1∩Σ2 = /0. El problema elástico tiene la expresión

divσσσ + f = 0, en Ω, (7)

y condiciones de frontera dadas por

u = u0, en Σ1, σσσn = S0 en Σ2, (8)

donde f denota el vector de las fuerzas que actúan sobre Ω, u0

es el desplazamiento en Σ1 y S0 denota la tracción en Σ2.
Desarrollando la expresión de la derivada covariante, [4],

en el operador “div” de la ecuación (7), respecto a la base
covariante {gi}3

i=1, se tiene que

divσσσ = σ̂
i j|| jgi =

(
σ̂

i j
, j + σ̂

k j
Γ

i
k j + σ̂

ik
Γ

j
k j

)
gi. (9)

donde (·)|| j denota la derivada covariante respecto a la va-
riable x j y Γ

j
k j son los símbolos de Christoffel de segundo

tipo

Γ
k
i j =

1
2

gkl(gli, j +gl j,i−gi j,l), (10)

donde [gkl ] = [gkl ]
−1.

Sustituyendo la ecuación (6) en (9) se tiene la expresión
de divσσσ respecto a la base {e j}3

j=1.
Tomando en cuanta la fórmula de Cauchy que relaciona

las deformaciones y los desplazamientos en la forma

εi j =
1
2
(ui|| j +u j||i) , (11)

se obtiene la expresión del tensor de deformación εεε en tér-
minos de los desplazamientos u, para la base de vectores
ortonormales,{e j}3

j=1.

2. Problema elástico en coordenadas
cilíndricas

Consideremos un estructura homogénea cilíndrica. La
geometría de dicho sólido se describe por las coordenadas
cilídricas (θ ,z,r), Figura 1, [5], [11]. La base covariante de
vectores tangentes {gi}3

i=1 que describe la geometría de la
estructura está dada por las expresiones

gθ = (−r sinθ ,r cosθ ,0) ,
gz = (0,0,1) , (12)
gr = (cosθ ,sinθ ,0) .

Por tanto, el tensor métrico asociado al sistema de coordena-
das (θ ,z,r) tiene la forma

[gi j] =

r2 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (13)

y los símbolos de Christoffel de segundo tipo no nulos asocia-
dos al tensor métrico pueden ser calculados usando la ecua-
ción (10)

Γ
3
11 =−r, Γ

1
13 = Γ

1
31 =

1
r
. (14)

Sustituyendo las ecuaciones (6), (13) y (14) en (9) se ob-
tienen las siguientes expresiones para las componentes de la
tensión en coordenadas cilíndricas respecto a la base ortonor-
mal {ei}3

i=1

σ
rθ
,r +

1
r

σ
θθ
,θ +σ

θz
,z +

2σ rθ

r
+ f θ = 0, (15)
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Figura 1. Coordenadas cilíndricas y estructura homogénea cilíndrica transversalmente isotrópica.

σ
rz
,r +

1
r

σ
θz
,θ +σ

zz
,z +

σ rz

z
+ f z = 0, (16)

σ
rr
,r +

1
r

σ
rθ
,θ +σ

rz
,z +

σ rr−σθθ

r
+ f r = 0. (17)

Las expresiones (15)-(17) coinciden con las reportadas en [8],
[11].

Por otro lado el tensor de deformación εεε tiene componen-
tes

εrr = ur,r, εθθ =
1
r

uθ ,θ , εzz = uz,z, (18)

εrθ =
1
2

(
1
r

ur,θ +uθ ,r−
1
r

uθ

)
, (19)

εrz =
1
2

(
1
r

ur,z +uz,r

)
, εθz =

1
2

(
1
r

uz,θ +uθ ,z

)
, (20)

respecto a la base {ei}3
i=1.

2.1 Solución del problema lineal elástico unidirec-
cional

Consideremos que la variación de las propiedades elásti-
cas de una estructura cilíndrica homogénea, de coordenadas
(θ ,z,r), ocurre en la dirección de la coordenada r y el tensor
de desplazamientos es de la forma

u = (0,0,ur),

por tanto se tiene que la componente no nula del tensor de
deformación εεε para las coordenadas cilídricas, (18)-(20), tiene
la forma

εrr = ur,r. (21)

Tomando en cuenta la ley de Hooke (1) se tiene que

σ
i j =Ci j33

εrr. (22)

Dado que la estructura es transversalmente isotrópica, (2), las
componentes σ i j del tensor de tensiones son distintas de cero
para el caso de i = j. Por tanto se llega a que

σ
θθ =C1133ur,r, σ

zz =C2233ur,r, σ
rr =C3333ur,r. (23)

Sustituyendo la ecuación (23) en el problema de equilibrio
(15)-(17) se obtiene que

C3333ur,rr +
C3333−C1133

r
ur,r + f r = 0. (24)

Si se considera que f r ≡ 0 el problema (24) toma la forma

ur,rr +
B
r

ur,r = 0, (25)

donde B = (C3333−C1133)/C3333. La ecuación (25) tiene so-
lución

ur = α +β r1−B, (26)

donde α,β son números reales.

3. Problema elástico en coordenadas
esféricas

Consideremos una estructura homogénea esférica. La geo-
metría del medio se describe por el sistema de coordenadas
esféricas (θ ,φ ,r), como se muestra en la Figura 2, [10], [11].
La base covariante de los vectores tangentes {g}3

i=1 asociados
a las coordenadas esféricas, tienen la forma

gθ = (−r sinθ sinϕ,r cosθ sinϕ,0) ,
gz = (r cosθ cosϕ,r sinθ cosϕ,−r sinϕ) , (27)
gr = (cosθ sinϕ,sinθ sinϕ,cosϕ) .

Por tanto, el tensor métrico tiene la forma

[gi j] =

(r sinϕ)2 0 0
0 r2 0
0 0 1

 , (28)

y los símbolos de Christoffel de segundo tipo, (10), no nulos
asociados al tensor métrico tienen la forma

Γ
3
22 =−r, Γ

3
11 =−r sin2

ϕ, Γ
2
11 =−sinϕ cosϕ,

Γ
2
23 = Γ

2
32 = 1/r, Γ

1
12 = cotϕ. (29)

Se tiene entonces que las componentes de la ecuación
de equilibrio respecto a la base ortonormal {ei}3

i=1 para una
estructura esférica, son de la forma
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Figura 2. Coordenadas esféricas y estructura homogénea esférica transversalmente isotrópica.

σ
rr
,r +

1
r

σ
rϕ

,ϕ +
1

r sinϕ
σ

rθ
,θ +

1
r

(
2σ

rr−σ
ϕϕ −σ

θθ +σ
rϕ cotϕ

)
+ f r = 0 (30)

σ
rϕ
,r +

1
r

σ
ϕϕ

,ϕ +
1

r sinϕ
σ

ϕθ

,θ +
1
r

([
σ

ϕϕ −σ
θθ

]
cotϕ +3σ

rϕ

)
+ f ϕ = 0 (31)

σ
rθ
,r +

1
r

σ
ϕθ

,ϕ +
1

r sinϕ
σ

θθ
,θ +

1
r

(
2σ

ϕθ cotϕ +3σ
rθ

)
+ f θ = 0 (32)

Por otro lado, respecto a la base {ei}3
i=1, el tensor de deformación εεε tiene componentes

εrr = ur,r, εϕϕ =
1
r

(
ur +uϕ,ϕ

)
, εθθ =

1
r sinϕ

(
ur sinϕ +uθ ,θ +uϕ cosϕ

)
, (33)

εrϕ =
1
2

(
1
r

ur,ϕ +uϕ,r−
1
r

uϕ

)
, εθϕ =

1
2r

(
1

sinϕ
uϕ,θ +uθ ,ϕ − cotϕuθ

)
, (34)

εθr =
1
2

(
1

r sinϕ
ur,θ +uθ ,r−

1
r

uθ

)
. (35)

3.1 Solución del problema lineal elástico unidirec-
cional

Consideremos que la variación de las propiedades de una
estructura esférica, de coordenadas (θ ,ϕ,r), ocurre en la di-
rección de la coordenada r y el tensor de desplazamiento es
de la forma

u = (0,0,ur),

por tanto se tiene que las componentes no nulas del tensor de
deformación εεε es

εrr = ur,r, εϕϕ =
1
r

ur, εθθ =
1
r

ur. (36)

Por la ley de Hooke y considerando que el tensor C es trans-
versalmente isotrópico, (2), se tiene que las componentes no

nulas de la tensión σσσ tienen la forma

σ
θθ =C1111 1

r
ur +C1122 1

r
ur +C1133ur,r, (37)

σ
ϕϕ =C1122 1

r
ur +C2222 1

r
ur +C2233ur,r, (38)

σ
rr =C1133 1

r
ur +C2233 1

r
ur +C3333ur,r. (39)

Para una estructura esférica transversalmente isotrópica, las
componentes σθθ , σϕϕ coinciden. Si sustituimos las expresio-
nes (37)-(39) en (7) y consideramos que el vector f es nulo, se
tiene la siguiente ecuación diferencial para el desplazamiento
ur

ur,rr +
2
r

ur,r +
2
(
C1133−C1122−C1111

)
r2C3333 ur = 0, (40)

la cual tiene como solución la expresión

ur = αrz1 +β rz2 , (41)

donde
z1,2 =

(
−1±

√
1−8B

)
/2
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con
B =

(
C1133−C1122−C1111)/C3333,

y α,β son números reales. Para el caso particular de un mate-
rial isotrópico los valores de z1,2 son 1 y -2; este resultado fue
reportado en [10].

Colcusiones
El objetivo principal del trabajo ha sido presentar una

metodología para determinar las expresiones generales de
las ecuaciones de equilibrio de la teoría de elasticidad y la
solución de las mismas.

Se tomaron como ejemplos estructuras cilíndricas y esféri-
cas. La gemotría de dichas estructuras homogéneas es descrita
por las coordenadas esféricas y cilíndricas; para las cuales
se determinaron los vectores tangentes y el tensor métrico
asociado a las mismas.

Los resultados obtenidos tienen gran aplicación en la inge-
niería y la biomecánica. En [1, 4, 8] se ilustra la importancia
que poseen los medios curvilíneos transversalmente isotrópi-
cos y la necesidad de resolver los problemas de la teoría de
elasticidad sobre dichas estructuras.

Los resultados aquí presentados pueden ser usados en la
modelación de fenómenos como la aterosclerosis que afecta
las vasos sanguíneos y la hipertensión intraocular, una de las
principales causas de la pérdida de la visión.
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