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Resumen En este trabajo se estudia el problema elastico lineal en medios transversalmente isotrépicos
cuando la geometria de estos es descrita utilizando coordenadas curvilineas. Se obtienen las expresiones de las
ecuaciones de equilibrio de compuestos cilidricos y esféricos. Cuando el medio es homogéneo, las ecuaciones
tienen solucién analitica, que puede ser encontrada usando el método de variacion de parametros. Se obtienen
las soluciones de los problemas unidireccionales para las coordenadas cilidricas y esféricas.

In this work, the linear elastic problem in transversely isotropic medias, which geometry is described
using curvilinear coordinates, is studied. The general expression of the equilibrium equations for cylindrical and
spherical structures is obtained. When the medium is homogeneous, the problem has an analytic solution, that
can be found by the parameters variation method. The solution of the unidirectional problems for the cylindrical
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Introduccion

La homogeneizacién es un método matemdtico util para
resolver problemas con condiciones de frontera en medios
de estructura periédica, facilitando ademas el calculo de las
propiedades efectivas de compuestos con contacto perfecto e
imperfecto, [2, 7, 12, 13].

En [4] se ilustran los cambios de anisotropia tras aplicar el
Método de Homogeneizacion Asintética en compuestos lami-
nados y las aplicaciones de los mismos. Se muestra, ademads,
que para un compuesto laminado de componentes isotrdpicas,
la estructura homogeneizada exhibe un comportamiento trans-
versalmente isotrépico. Esta clase de simetria se manifiesta
en un gran nimero de compuestos laminados, entre los que se
incluyen los tejidos blandos, [14, 15].

En este trabajo se deduce el problema de equilibrio para
compuestos cilindricos y esféricos transversalmente isotré-
picos en términos de la base ortormal de vectores tangentes,
[2, 3, 6, 9]. Se determinan las expresiones de los vectores tan-
gentes covariantes y los simbolos de Christoffel asociados a
dichos sistemas. Se obtiene la expresion general de la solucién
del problema eldstico unidimensional para las coordenadas ci-

lindricas y esféricas. El trabajo presenta una metodologia para
determinar la solucidn del problema elastico unidireccional
para compuestos en coordenadas curvilineas.

1. Problema elastico en coordenadas
curvilineas

Consideremos un medio curvilineo homogéneo Q en el
cual el tensor de tensiones ¢ y el de deformaciones € se
relacionan por la ley de Hooke

c=C:g, (1

donde C es el tensor elastico del sélido Q, el cual es un tensor
de cuarto orden y que cumple las siguientes propiedades de
simetria

Ciikl — ciikl _ ijlk _ cKlij
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En el caso particular donde Q es transversalmente isotrépico
el tensor eldstico tiene la expresién

Cllll C1122 C1133 0 0 0
Cl 122 C2222 C2233 0 0 0
Cl 133 C2233 C3333 0 0 0
C= 0 0 0 C2323 0 0 . (2)
0 0 0 0 ch3i3 0
0 0 0 0 0o ci2

Para describir la geometria del s6lido se toma un siste-
ma de coordenadas curvilineas (x,x;,x3) ortogonal, es decir
la base de vectores tangentes, {g,-}?zl, asociados al sistema
cumple que el tensor métrico tiene la forma

gn 0 0
gijl=10 g» 0], 3)
0 0 g33

donde g;; = g; - g;, [5]. Casos particulares de dichos sistemas
de coordenadas ortogonales son las coordenadas cilindricas
(ver Figura 1) y esféricas (ver Figura 2).

Dado que {g; ?:1 es una base para R3 se cumple, entonces,
que {g;i®g ]},3 j—1 ©s una base para el espacio Lin(R3) de las
aplicaciones lineales de R3 en sf mismo, donde “®” denota
el producto diddico. De esta forma se tiene que el tensor de
tensiones O se puede expresar respecto a la base {g; ® g j}? =1
en la forma

c=0"g;®gj, (€]

donde 6%/ son las componentes contravariantes del tensor de
tensiones. Con el objetivo de expresar el tensor € respecto a
una base ortonormal, se considera la base de vectores {e;}3_;
donde .

8ii

€ = 8i-

Por tanto, sustituyendo en la ecuacién (4) llegamos a la expre-
sién

0 = \/2i\/3;;0 e ®e;, )
de donde se tiene que
0" = \/2ii\/2ji6", (6)

son las componentes del tensor O respecto a la base {e; ®
3
e]}i, =1

1.1 Ecuaciones de equilibrio

Estudiemos las ecuaciones de equilibrio de la teoria de
elasticidad sobre © acotado por su frontera dQ = Xy UX;,
donde X; NX, = 0. El problema eléstico tiene la expresion

divo+f=0, en Q, @)

y condiciones de frontera dadas por

u:uo, en X, on=S" en ¥, ®)

donde f denota el vector de las fuerzas que actian sobre Q, u°
es el desplazamiento en £; y S denota la traccién en X,.

Desarrollando la expresion de la derivada covariante, [4],
en el operador “div” de la ecuacién (7), respecto a la base
covariante {g;}7_,, se tiene que

dive = 6| ;g = (871:}1 +6T+ aikrij) g O

donde (-)||; denota la derivada covariante respecto a la va-
riable x; y Fi ; son los simbolos de Christoffel de segundo
tipo
1
Ff,' = Egkl(gli,jJFglj,i —&ijl) (10)

donde [g"'] = [gi] .

Sustituyendo la ecuacion (6) en (9) se tiene la expresion
de dive respecto a la base {e;}3_;.

Tomando en cuanta la férmula de Cauchy que relaciona
las deformaciones y los desplazamientos en la forma

1
&ij = 5 (willj+ujlli),
se obtiene la expresion del tensor de deformacién € en tér-
minos de los desplazamientos u, para la base de vectores
3
ortonormales,{e;}7_;.

Y

2. Problema elastico en coordenadas
cilindricas
Consideremos un estructura homogénea cilindrica. La
geometria de dicho sélido se describe por las coordenadas
cilidricas (6,z,r), Figura 1, [5], [11]. La base covariante de

vectores tangentes {gi}?:l que describe la geometria de la
estructura estd dada por las expresiones

g9 = (—rsinB,rcos0,0),
gZ :(07071)7
g, = (cos0,sin6,0).

12)

Por tanto, el tensor métrico asociado al sistema de coordena-
das (0,z,r) tiene la forma

2

r 0
[gij]=10 1 (13)
0 0

—_ o O

y los simbolos de Christoffel de segundo tipo no nulos asocia-

dos al tensor métrico pueden ser calculados usando la ecua-

cién (10)

1

3 1 1

Ify=-n Ii=I5= P
Sustituyendo las ecuaciones (6), (13) y (14) en (9) se ob-

tienen las siguientes expresiones para las componentes de la

tensién en coordenadas cilindricas respecto a la base ortonor-

mal {e;}7_,

(14)

1 . 20"
o;"+;o,%9+o§~+f+f9 =0, (15)
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Figura 1. Coordenadas cilindricas y estructura homogénea cilindrica transversalmente isotrépica.

1 GVZ

O+ oG+ oI+ [ =0, (16)
1 o' — 0.90

oy +_0f +oi+————+f'=0. (7

Las expresiones (15)-(17) coinciden con las reportadas en [8],

[11].
Por otro lado el tensor de deformacién € tiene componen-
tes

(18)

1
Er=Urr, Ego = ;MG,Ga

1 /1 1
3r6:§ ;Mr,9+ue7r—;u9 ,

1/1 1/1
&z = 5 <rur,z+”z,r> , €pz = 5 (r"‘zﬂ +”9,z> , (20

Epp = Uz g,

19)

respecto a la base {e;}7 ;.

2.1 Solucion del problema lineal elastico unidirec-
cional
Consideremos que la variacion de las propiedades el4sti-
cas de una estructura cilindrica homogénea, de coordenadas
(8,z,r), ocurre en la direccién de la coordenada r y el tensor
de desplazamientos es de la forma

u= (anvur)v

por tanto se tiene que la componente no nula del tensor de
deformacion € para las coordenadas cilidricas, (18)-(20), tiene
la forma

Er = Uy 2n
Tomando en cuenta la ley de Hooke (1) se tiene que
o'l =¥, (22)

Dado que la estructura es transversalmente isotrdpica, (2), las
componentes ¢*/ del tensor de tensiones son distintas de cero
para el caso de i = j. Por tanto se llega a que

06 _ (1133 6% — 2233

o o =C¥By,,. (23)
Sustituyendo la ecuacién (23) en el problema de equilibrio
(15)-(17) se obtiene que

Urr, Urr,

3333 _ 1133

C3333ur,rr + Urr +fr =0.

(24)‘

Si se considera que f” = 0 el problema (24) toma la forma

Urrr + ;Mr,r =0, (25)
donde B = (C3333 —C'133) /€333, La ecuacién (25) tiene so-
lucién

u=o+prB, (26)

donde a, B son niimeros reales.

3. Problema elastico en coordenadas
esféricas
Consideremos una estructura homogénea esférica. La geo-
metria del medio se describe por el sistema de coordenadas
esféricas (0,¢,r), como se muestra en la Figura 2, [10], [11].
La base covariante de los vectores tangentes {g}?: | asociados
a las coordenadas esféricas, tienen la forma

gg = (—rsinBsing,rcosfsin@,0),

g. = (rcos@cos@,rsinfcos@,—rsin@), (27)
g, = (cosBOsin@,sinOsin@,cosQ).
Por tanto, el tensor métrico tiene la forma
(rsing)> 0 0O
[gij] = 0 0], (28)
0 0 1

y los simbolos de Christoffel de segundo tipo, (10), no nulos
asociados al tensor métrico tienen la forma

I3, =—r, T3 =—rsin? @, [T, = —sin@cos @,

2 2 1

[y =T3, =1/r, '), =cot. (29)

Se tiene entonces que las componentes de la ecuacion

de equilibrio respecto a la base ortonormal {e,-}?:l para una
estructura esférica, son de la forma
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1
Figura 2. Coordenadas esféricas y estructura homogénea esférica transversalmente isotropica.

1
o +-0'g +—
’ r rsioQ
1

1 1
o? + ;ofg’i,“’ +——0af’+ - ([cq"/’ ~ 099} cot<p+3c"") +f9=0

rsin @

1
o+ -0+ — =
? r rsme ’ r
3

Por otro lado, respecto a la base {e;};_,,

1
Er = unr, E(p(P = ; (u, +u(p(p) B

3.1 Solucién del problema lineal elastico unidirec-
cional

Consideremos que la variacion de las propiedades de una
estructura esférica, de coordenadas (0, @, r), ocurre en la di-
reccién de la coordenada r y el tensor de desplazamiento es
de la forma

u=(0,0,u,),

por tanto se tiene que las componentes no nulas del tensor de
deformacion € es

1 1
E(P(P = ;Lir, Egp = ;Lir. (36)

Ep = Urr,

Por la ley de Hooke y considerando que el tensor C es trans-
versalmente isotrépico, (2), se tiene que las componentes no

o = —

el tensor de deformacion € tiene componentes

1
o'+~ (20” — 0% — g% o7 cot(p) +f =0 (30)
’ r
(3D
1
0-%9+ (20“"900t(p—|—36’9) +7%=0 (32)
_si , 33
rsno (ursinQ +ug g + upcos @) 33)
1 1
=37 (sing o0 + o0 —cotgug ). G
(35
nulas de la tensidén o tienen la forma
50 :C““lur+C11221ur+C“33u”, (37)
r r )
%% — 1122 lur Lo lur + C2233u”, (38)
r r '
1 1
o' = C11337u,+C2233—u,+C3333ur7r. (39)
r r

Para una estructura esférica transversalmente isotrépica, las
componentes 699, 6#? coinciden. Si sustituimos las expresio-
nes (37)-(39) en (7) y consideramos que el vector f es nulo, se
tiene la siguiente ecuacidn diferencial para el desplazamiento
Uy

2 (C1133 _C1122 _Cllll)

Mnrr + ;ui’,i’ + r2C3333 Ur = Oa (40)
la cual tiene como solucién la expresion
u, = ar' + Bre2, (41)

donde
2= (—1 +/1 —83) /2
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con
B= (C1133 _ C1122 _ Cllll) /C3333

y &, B son nimeros reales. Para el caso particular de un mate-
rial isotrépico los valores de z; » son 1y -2; este resultado fue
reportado en [10].

Colcusiones

El objetivo principal del trabajo ha sido presentar una
metodologia para determinar las expresiones generales de
las ecuaciones de equilibrio de la teoria de elasticidad y la
solucién de las mismas.

Se tomaron como ejemplos estructuras cilindricas y esféri-
cas. La gemotria de dichas estructuras homogéneas es descrita
por las coordenadas esféricas y cilindricas; para las cuales
se determinaron los vectores tangentes y el tensor métrico
asociado a las mismas.

Los resultados obtenidos tienen gran aplicacién en la inge-
nierfa y la biomecénica. En [1, 4, 8] se ilustra la importancia
que poseen los medios curvilineos transversalmente isotrépi-
cos y la necesidad de resolver los problemas de la teoria de
elasticidad sobre dichas estructuras.

Los resultados aqui presentados pueden ser usados en la
modelacién de fendmenos como la aterosclerosis que afecta
las vasos sanguineos y la hipertension intraocular, una de las
principales causas de la pérdida de la visidn.
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