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Estimacion de la matriz de covarianzas mediante la
matriz de observaciones vectorizada

Estimation of the covariance matrix using the
vectorized observation matrix

Jorge Lemagne Pérez*!

Resumen En esta comunicacion se describen las caracteristicas del subprograma Estimacov_2, para estimar
la matriz de covarianzas correspondiente con una matriz de observaciones vectorizada; el mismo efectda una
particién de las observaciones en grupos, y brinda diferentes opciones al usuario. Dicho subprograma constituye
una mejora de su predecesor, Estimacov (ESTImar MAtriz de COVarianzas), en complejidad algoritmica,
utilizacion de los recursos del lenguaje de programacion y robustez. Se presentan todos los pasos principales
del algoritmo, y se efectiia un andlisis de la complejidad. Finalmente, se muestra un ejemplo. El algoritmo esta
implementado en MATLAB 9.8.
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Abstract This paper describes the features of the subprogram Estimacov_2, designed to estimate the covari-
ance matrix corresponding to a vectorized observation matrix. The subprogram partitions the observations into
groups and offers various options to the user. This subprogram represents an improvement over its predecessor,
Estimacov (ESTImate COVariance MAtrix), in terms of algorithmic complexity, programming language resource
utilization, and robustness. All the main steps of the algorithm are presented, along with an analysis of its
complexity. Finally, an example is provided. The algorithm is implemented in MATLAB 9.8.
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Introduccion mediante una matriz de dimensiones (N + 1) x ¢:

Las técnicas multivariadas permiten el andlisis de las ob- j
. . . . . ?
servaciones de varias variables aleatorias correlacionadas, pa- h=1.2..
9 )

L e . P . g
ra un ndmero de individuos. Estos andlisis son necesarios en

diversas ramas de las ciencias. Por otra parte, en general, no
es adecuado llevar a cabo una serie de andlisis estadisticos
univariados para cada una de las variables, ya que en ellos se
ignoran las correlaciones entre las variables.

Para formular el problema a resolver, supéngase que se
tienen N + 1 elementos de una poblacién (individuos), sobre
cada uno de los cuales se observan ¢ variables, atributos o
caracteristicas, entonces los resultados pueden representarse

donde cada fila representa todas las observaciones sobre un
individuo y cada columna representa todas las observacio-
nes de una caracteristica. Asi, fj, representa el valor de la
caracteristica h-ésima en el individuo i-ésimo.

Se define el vector:

fT: (foTlafoT27 ’fc];)

Noétese que f contiene (N + 1) x ¢ observaciones.
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Es posible suponer que cada observacion es un valor reali-
zado de una cierta variable aleatoria [4].

Debido a que se tienen varias variables aleatorias que
caracterizan simultdneamente el fendmeno bajo estudio, es
conveniente utilizar la covarianza como una medida de la
asociacion lineal entre dos variables. Al considerar todas las
parejas de variables aleatorias posibles, se obtiene la matriz
de covarianzas. Las definiciones formales aparecen en [10, pp.
68-69].

Ahora, sea V la matriz de covarianzas correspondiente a
f, es decir, con la matriz de observaciones vectorizada. Como
— en teorfa — se tienen (N + 1) X ¢ variables aleatorias, V serd
de ese orden. Puede efectuarse una particién de V' en bloques:

Vit Viz - Vi
Vor Voo -0 Vo
V=1 . . =VH)1=12,g- D
: R H=172,g
Var Vo2 o Vg

Cada Vg es un bloque cuadrado de orden N + 1.

Entonces, dentro de Vg, el elemento de posicién (k, j) es
la covarianza entre el valor de la caracteristica L del individuo
k y el valor de la caracteristica H del individuo j (k,j =
0,1,---,N).

El objetivo de esta contribucién es presentar un algoritmo
para estimar esta V. En particular, dicha estimacién juega un
papel muy importante dentro del campo de investigacién so-
bre minimos cuadrados generalizados (MCG) para funciones
vectoriales (generalizacién con respecto a los minimos cua-
drados ponderados), donde los datos incluyen estimados de la
precision de las mediciones, pero en forma de pseudoinversa
de la matriz de covarianzas de las mediciones V [11, pp. 2-3].

Al revisar la bibliografia se halla — por ejemplo — que
Ebadi et al. [5] presentan una visién general de la literatura
sobre gréficos de control para el monitoreo de la matriz de
covarianzas en un proceso estadistico multivariado.

Por otra parte, Sabahno y Amiri [16] se orientan a la
regresion lineal multivariada. Harrar y Kong [8] introducen
pruebas estadisticas para el disefio de mediciones repetidas
cuando la dimensién es grande.

En [9], [10] y [3] se trabaja con la matriz de covarian-
zas X correspondiente con las g caracteristicas. En [7] solo
consideran una sola caracteristica.

En investigaciones aplicadas, a menudo es razonable tener
en cuenta una o varias covariables cuando se efectian pruebas
en busca de diferencias entre medias de varios grupos. En
este sentido, en [17, p. 3], ¥; es la matriz de covarianzas
correspondiente con los n; individuos del grupo i.

Aparecida y Pereira [2] desarrollan tres analisis estadis-
ticos para someter a prueba la matriz de covarianzas en una
poblacién con distribucién normal multivariada.

En [15] y [9] se supone que las observaciones correspon-
dientes con diferentes unidades experimentales o individuos
son independientes.

Por el contrario, para aplicar el algoritmo que se propondra
en esta investigacién no es necesario exigirles propiedades
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especiales a las observaciones.

En los documentos revisados no se reportd ningin algorit-
mo para estimar V, la matriz de covarianzas correspondiente
con la matriz de observaciones vectorizada.

Relevancia del estudio

Este trabajo presenta una mejora significativa en la esti-
macién de matrices de covarianzas para datos multivariados,
problema fundamental en estadistica y andlisis de datos. El
algoritmo propuesto, implementado en Est imacov_2, su-
pera las limitaciones de su predecesor al reducir la compleji-

dad computacional de & ( %) a O(N*q?*), lo que lo hace

mads eficiente para conjuntos de datos grandes. Esta optimi-
zacion es crucial en aplicaciones como modelado estadistico,
aprendizaje automatico e investigacién biomédica, donde el
célculo robusto de covarianzas es esencial. La flexibilidad
del algoritmo para manejar diferentes estructuras de grupos y
su validacién integrada lo convierten en herramienta valiosa
para la comunidad cientifica, con impacto en econometria,
gendmica e ingenierfa, donde la precisién en estimaciones es
critica para decisiones basadas en datos.

1. Dificultades para calcular vV

Dado que el orden de V es (N + 1)g , es probable que a
un usuario le resulte dificil o trabajoso obtener dicha matriz,
aunque sea aproximadamente. Aun para el caso ¢ = 1, Greene
[6] reconoce esta dificultad cuando afirma: “Obviamente, hay
que imponerle al modelo alguna estructura, si queremos avan-
zar.”. Es por ello que originalmente se creé el subprograma
Estimacov (ESTImar MAtriz de COVarianzas) y — mds
recientemente — Est imacov_2 para obtenerla.

Para el cdlculo de V utilizando la conocida férmula mues-

tral: B B
Yo (vi—y) (i —X)
n—1

Cov(Y,X) = , 2)
es necesario tener (N + 1)g vectores, lo que, suponiendo que
cada vector tenga n componentes, conlleva conocer n(N + 1)g
escalares, donde n puede ser algo grande, de manera que la
estimacion calculada sea suficientemente buena. Sin embargo,
en las observaciones solo se dispone de (N + 1)g escalares,
que es mucho menos.

Al atenerse estrictamente a la informacién con que se
cuenta, para cada individuo y cada caracteristica solo se tie-
ne un vector trivial, que es simplemente un escalar. De esta
manera se individualizaria completamente la informacién en
cada una de las caracteristicas, pero por supuesto, el cilculo
de las covarianzas careceria totalmente de confiabilidad.

Yendo al otro extremo, si se aplica:

V=ixl, 3

se utilizarfan muestras suficientemente grandes, pero todas las
caracteristicas quedarian globalizadas al no reconocerse las
posibles diferencias entre individuos.
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Ante la imposibilidad de generar una V individualizada
completamente (por no contar con suficiente informacion) se
adoptard una estrategia de compromiso entre ambas posicio-
nes extremas.

Para ello, se ordena previamente la informacién de acuer-
do con los individuos, y posteriormente se hace una particién
de las observaciones en grupos (o clusters), de manera que
todos los individuos correspondientes con un mismo grupo
(es decir, aquellos cuyas observaciones estan contenidas en
un mismo grupo) sean relativamente cercanos o afines. Enton-
ces, para el cdlculo de la covarianza correspondiente con dos
caracteristicas especificas de un par dado de individuos, se
tomaran como muestras los grupos en los que se encuentran
y esta covarianza serd la misma para todos los individuos de
dichos grupos.

Para mas detalles sobre estos fundamentos, ver [11].

2. Caracteristicas generales del algoritmo

El algoritmo que lleva a cabo la idea bosquejada en el
parrafo anterior fue implementado en MATLAB 9.8 [13], en
esta ocasion mediante la funciéon Est imacov_2 (Estimar
matriz de covarianzas 2). Este subprograma le brinda al usua-
rio diferentes opciones, la primera de ellas es decidir el nivel
de detalle para la estimacion de V:

1. ’Individuos no correlacionados’: Corresponde con la
ecuacion (3), en este caso no se forman grupos.

2. ’Grupos no correlacionados’: Para cada grupo se cal-
culan las covarianzas, pero no hay correlacién entre
caracteristicas de individuos de grupos distintos.

3. ’Grupos correlacionados’: Para cada grupo se calcu-
lan las covarianzas, y en general hay correlacién entre
caracteristicas de individuos de grupos distintos.

En los casos 2 y 3, se puede imponer la cantidad minima
de observaciones que se desea que haya en cada grupo, y
asf alcanzar mayor precision al calcular (2). También puede
exigirse que todos los grupos tengan el mismo tamafio; esto
tiene ventajas y desventajas.

El espacio de las unidades experimentales o individuos
puede tener una sola dimensién (como en el caso de unidades
de tiempo) o varias dimensiones, cuando por ejemplo se trate
de puntos del plano o del espacio tridimensional.

En general, por convencion, las columnas correspondien-
tes con los individuos van a ser las primeras columnas de
Valores_var_indep (valores de lavariable independien-
te) en el algoritmo; por lo tanto, es posible que un mismo indi-
viduo aparezca repetido de manera que le correspondan varias
observaciones (dicha posibilidad constituye una extension de
la usual relacién individuo-observacion).

Si no se le exige al algoritmo que todos los grupos ten-
gan el mismo tamafio, este tratard, como es natural, de in-
cluir en un mismo grupo a todas las observaciones corres-
pondientes con un mismo individuo (lo que ademds aumenta
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el tamafio de esa muestra para el posterior cédlculo de las
covarianzas). Por esa razén, en este caso el subprograma le
pregunta al usuario cuédntas dimensiones tiene el espacio de
los individuos (dim_indiv). Entonces, los individuos es-
tan determinados por las primeras dim_indiv columnas de
Valores_var_indep.

Suponiendo que ya estdn formados todos los grupos (pos-
teriormente se verd cOmo se hace esto); si ahora se supone
ademds que Gy denota el grupo /-ésimo, y C es la cantidad de
grupos, entonces se puede decir que G; es una matriz de ny
filasy g columnas (/ = 1,--- ,C). Cuando se habla de “tamafio”
del grupo I-ésimo, se hace referencia al valor de n;.

Si al ejecutar Est imacov_2 se selecciona para la esti-
macién de V la opcién ‘Grupos correlacionados’, el bloque
genérico Vi g de la matriz resultante (recordar (1)) quedard a

su vez particionado en los subbloques S;y; I,J =1,...,C,y
tendrd la siguiente estructura:

St S - Sy Sic

So1 S 0 Sy Sac

Sn Sp - Sy Sic

SCl Scz SC] SCC

Estos C2 subbloques, en general, no son del mismo tama-
fo.
Sea m = min{ny,n, }, entonces:

Siy=Cov(Gi(1---m,L),Gy(1---m,H))- :
1

nyxXny

Como se aprecia, los subbloques de la diagonal son cua-

drados.

En el caso particular que todos los grupos tengan el mismo
tamafio m, es posible brindar una expresién mds directa para
V. Sea:

G= (GI(O,])...Gc(.,l) GI(O,Z)‘“Gc(o,z)“‘G](O,q)“'Gc(O,q)),

y
A= (aij)cqxcq = COV(G)

Entonces,
1 - 1

Si ademads se utiliza la opcién *Grupos no correlaciona-
dos’, a partir de A en (2) se define la matriz:

mxXm

ajj sii=j(modC)

b= beaca b= {0 en otro caso bj=1Co
y entonces,
1 -1
v=Ba|: -
1 -1

mxm
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En resumen, los grupos se forman de acuerdo con el orden
en que aparecen los individuos. Si se requiere igualdad de
tamafios, los grupos quedan definidos directamente de acuerdo
con el tamafio y la V queda definida implicitamente, conforme
a (2) o a (2), conociendo A o B, respectivamente, y ademds
m. En el algoritmo que se estd explicando, para cada par
1, J, se calcula el minimo correspondiente, pero para evitar
complicacién innecesaria en la notacion, escribiremos m sin
doble subindice. Este ahorro de memoria es aprovechado por
este software.

Si no se requiere igualdad de tamafios, entonces, en gene-
ral, cada grupo que se estd formando se engrosa hasta que su
tamafio alcance al menos el valor de myy,, cuidando que los
individuos repetidos (si los hay) pertenezcan al mismo grupo.
Con respecto a V, esta se calcula explicitamente: el subbloque
Sy del bloque genérico Vi de V viene dado por (2).

Dentro del campo de investigacion MCG para funciones
vectoriales (que se traté en la Introduccién), la estimacién de
V constituye solo una parte que se articula con el resto. En
esta comunicacion trataremos exclusivamente la estimacioén
de V.

3. Pasos principales de Est imacov

1. Asignacién de los pardmetros de entrada:
Valores_var_indep y Observ (Observaciones).
Similarmente, en el caso simple de (3), basta conocer
Y y N, por lo que el resultado también viene dado
implicitamente.

2. Asignar a p el nimero de columnas de Valores_var
_indep,y a g el nimero de columnas de Observ.

3. Sivalores_var_indepy Observ tienen diferen-
te nimero de filas, indicar error y retornar (al programa
que invoca).

4. Hacer Info=[Valores_var_indep Observ](con-

catenacion de matrices). Si no se va a efectuar ningtin
ajuste de datos, simplemente puede tomarse Val_var
_indep como (1,---,N+ 1)7, donde T indica trans-
puesta.

5. Se ordena Info de manera ascendente.

6. Asignar aVal_var_indep_ord las primeras p co-
lumnas de Info, y a Observ_ord las dltimas ¢g co-
lumnas de Info. Estos son pardmetros de salida de
Estimacov.

7. Preguntarle al usuario con qué nivel de detalle desea es-
timar V y registrar la respuestaen nivel_detalle.
Esta es una informacion inicial.

8. Si el usuario no respondid, retornar.
9. En el caso que nivel_detalle corresponda con

’Individuos no correlacionados’:
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9.1 Calcular ¥ = cov(Observ_ord) y asignarla a
Matr (este dltimo es un pardmetro de salida) con-
forme a la ecuacion (3).

9.2 Hacer tam=0. Este es el otro pardmetro de sali-
da; tamafio de los grupos = 0 indica que no se
formaron grupos.

9.3 Retornar.

Casosde Grupos no correlacionadosyGrupos
correlacionados:

10. Asignar a cant_obs (cantidad de observaciones) el
numero de filas de Valores_var_indep.

11. Preguntar cudl serd la cantidad minima de observacio-
nes en cada grupo.

12. Si la respuesta fue vacia, regresar a la instruccién 7.

13. Si la respuesta no corresponde con un niimero ente-
ro entre 1 y cant_obs, indicar que la respuesta es
inadecuada y regresar a 11.

14. Guardar en cant_min dicha respuesta.

15. Preguntar si se desea que todos los grupos tengan el
mismo tamaiio.

16. Si el usuario cancelé o la respuesta fue vacia, regresar
all.

17. Caso de ‘Si’ (grupos de igual tamafo):

17.1 Hacercant_fil_g=min{j|cant_min<j<
cant_obs| %fobs }, Cantidad de filas que ten-
dré cada grupo.

17.2 Asignar a Cant_gru la cantidad de grupos.
17.3 Si Cant_gru=1:

17.3.1 Hay_un_solo_grupo;seindica, debe eje-
cutarse nuevamente el programa.
17.3.2 Retornar.
17.4 Calcular A segin (2) y asignarla a “matriz”.

17.5 En el caso que nivel_detalle corresponda
con’Grupos no correlacionados’: Apar-
tirde “matriz” y de (2), construir B y asignarla
amatriz.

17.6 Hacer Matr =matriz.

17.7 Hacer tam=cant_fil_g (tamafio de cada gru-
po).
17.8 Retornar.

Caso de ‘No’; los grupos no son de igual tamafio:

18. Preguntar cudntas dimensiones tiene el espacio al que
pertenecen los individuos.

19. Si la respuesta fue vacfa, ir a 15.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

Si la respuesta no corresponde con un nimero entero
entre 1 y p, indicar que la respuesta es inadecuada y
regresar a 18.

Asignar dicha respuesta a dim_indiv.

Formacioén de los grupos:

Iniciar “Grupos” como matriz de cant_obs filas
y cant_obs Xxg columnas de elementos NaN (Not
a Number, no es un nimero). En “Grupos” se irdn
colocando todos los grupos de izquierda a derecha.

Iniciar gru como matriz de cant_obs filas y g co-
lumnas de elementos NaN. En gru se guardara el grupo
en formacion.

Hacer gru(l,:) = Info(l,p+1:p+q). Aqui se asigna la
fila 1, desde la columna p+ 1 hastala p+g¢, o sea, la
primera observacion.

Hacer k = 1; contador interno de grupo.
Hacer cont_grup = 0; Contador de grupos.
Para i desde 2 hasta cant_obs repetir:

27.1 Si(k>cant_min)eInfo(i,1:dim_indiv)#
Info(i—1,1:dim_indiv)), cerrar grupo antes
de tomar la nueva observacion. Si hay individuos
repetidos no se cierra el grupo, se ejecuta “De lo
contrario...”.

27.1.1 Cerrar_grupo (ver final de este listado).

27.1.2 Iniciar gru como matriz de cant_ obs filas
y g columnas de elementos NaN. Tomar la
nueva observacion:

27.1.3 Hacer gru(l,:)=Info(i,p+1l:p+q). Lai-ésima
observacion pasa a ser la primera del grupo
en formacion.

27.1.4 Hacer k = 1; contador interno de grupo.

De lo contrario: (Mantener el grupo)

27.1.5 Hacerk=k+1.

27.1.6 Hacer gru(k,:) = Info(i,p+1l:p+q). Lai-ésima
observacion pasa a ser la k-é€sima del grupo
en formacion.

Si (k> cant_min). Cerrar_grupo (ver final de
este listado); también se cierra el grupo.

Hacer Cant_gru = cont_grup (cantidad de gru-
pos).
Para anadir las k£ observaciones remanentes al dltimo
grupo:

30 Sik < cant_min.

Calculo de las covarianzas:

31 Eliminar todas las columnas de Grupos cuyos
elementos sean todos NaN (ultimas columnas).

32 covaria =cov(Grupos). Si dos columnas tie-
nen tamafios n y m, donde n < m, el cdlculo de la
covarianza se efectda con las primeras n compo-
nentes de las dos columnas.

33 Hacer tam = —1; indica que se formaron grupos
de diferente tamafio.

34 Iniciar Mat r como matriz vacia.

35 En el caso que nivel_detalle corresponda
con ’Grupos no correlacionados’:
35.1 Iniciar “matriz” como una matriz cuadrada
de ceros, de orden cant_obs Xgq.
35.2 Para L desde 1 hasta q repetir:
35.21 Para H desde 1 hasta g repetir:
35211 fila=(L—1)*cant_obs+1.
35.212 columna = (H — 1) *cant_obs +
1.
35.213 Para [ desde 1 hasta Cant_gru repe-
tir: (J =1en (2))

352131 fil=(I—1)xqg+L.

352132 col=(I—-1)xqg+H.

35.2133 matriz(fila:fila+
cant_filas_grup(l)-1,
columna:columna+
cant_filas_grup()-1)=
covaria(fil, col)*
unos(cant_filas_grup(l)),de
acuerdo con (2).

352134 fila=fila+cant_filas_grup(]).

35.2135 columna = columna +
cant_filas_grup(l)

(El bloque Vi g es diagonal por blo-
ques)

353 Matr =matriz.

35.4 Retornar.

Grupos correlacionados:

36 Iniciar “matriz” como matriz vacia que tendra
un espacio maximo de cant_obs Xgq filas y
cant_obs Xxg columnas.

37 Reservar para la matriz M un espacio maximo
de cant_obs xq filas y cant_obs columnas,
mediante elementos NaN.

30.1 Hacer Grupos(cant_filas_grup(Cant_gru)+l:38 Para H desde 1 hasta g repetir: (se inicia una co-

cant_filas_grup(Cant_gru)+k, Cant_grux

g-g+1:Cant_grux q) = gru(l:k,:).
30.2 Hacercant_filas_grup(Cant_gru)=
cant_filas_grup(Cant_gru) +k.
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lumna de bloques)

38.1 Iniciar M como matriz vacia.
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38.2 Para L desde 1 hasta q repetir:

38.21 Iniciar S como un arreglo Cant_gru X
Cant_gru de matrices vacias.

38.22 Para J desde 1 hasta Cant_gru repetir:
38221 col=(J—1)*q+H.

38.222 Para I desde 1 hasta Cant_gru repe-
tir:

38.2221 fil=(I—1)*q+L.

38.2222 S(I,J) = covaria(fil,col)x
unos(cant_filas_grup(/),
cant_filas_grup(J)); de acuer-
do con (2).

38.23 Expandir M hacia abajo con S.
38.3 Expandir “matriz” ala derecha con M.

39 Matr =matriz.

40 Retornar.
Cerrar_grupo (subprograma):

S1 Hacer cont_grup = cont_grup + 1.

S2 Hacer Grupos(l:k, cont_grupx q-q+1:
cont_grupx q) = gru(l:k,:); colocacién en
Grupos del nuevo grupo formado.

S3 Hacer cant_filas_grup(cont_grup) = k;
el grupo nimero cont_grup tiene k filas.

En el listado anterior — en aras de la claridad — la va-
lidacién de la informacién de entrada correspondiente con
nivel_detalle, cant_min, grupos de igual tamafio o
noy dim_indiv se ha efectuado de manera sencilla y direc-
ta; en realidad, en el programa esta se realiza mediante cuatro
ciclos while anidados.

4. Complejidad

Antes de determinar la complejidad (orden de magnitud
o razén de crecimiento) de Est imacov_2, es conveniente
recordar que el orden de un algoritmo puede ocultar términos
de menor orden, como puede verse en [12, 14]. Ademds, aun-
que el mismo no depende de detalles de implementacidn, el
tiempo verdadero de ejecucidn del algoritmo para los mismos
datos de entrada si depende de factores tales como rapidez del
procesador, conjunto de instrucciones, rapidez del disco, tipo
de compilador, etc. [1].

A continuacién se obtiene la razén de crecimiento de
Estimacov_2.Enelcasosencilloenquenivel_detalle
correspondacon’Individuos no correlacionados’
(instruccién 9), se calcula ¥, mediante cov(Observ_ord),
utilizando la funcién de MATLAB correspondiente, cuyo orden
de magnitud es O(cant_obs X q2), o lo que es lo mismo,
O(N¢?), yaque cant_obs =N+ 1=N'[13].

Para los otros casos basta analizar las instrucciones 17, 22,
27,31, 32, 35,37, 38 y 39, que son las cruciales; entre ellas
se encuentran las de mayor complejidad algoritmica y, por
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tanto, determinan el orden de magnitud general. Es necesario
distinguir si el usuario exige o no que todos los grupos tengan
el mismo tamafio.

Grupos de igual tamaiio

En este caso se ejecutard la instruccién 17. Sus instruccio-
nes mas complejas son la 17.4 y la 17.5:

La razén de crecimiento de la instruccién 17.4 es
O(cant_obs x g x Cant_gru?), o lo que es lo mismo,

2 2
t_ob .
0 (7q T ) . Ahora, si se toma en cuenta que 71 > Mmp;

en consecuencia, el orden de magnitud de la instruccién 17.4
2.2
es O (N 4 )

Mmin
La instruccién 17.5 tiene un orden de magnitud O(C%¢?),
o sea, el de la cantidad de elementos de B en (2). Este orden

2.2
también puede expresarse como O (qu ), inferior al de 17.4.
‘min

Por lo tanto, si se pide que los grupos tengan el mismo
2.2
tamafio, Est imacov_2 tiene una complejidad de O (Z—q) .

Grupos de diferentes tamafos
Instruccion 22:

La instruccién 22 tienen un orden de complejidad O(N?q),
acorde con la cantidad de elementos de Grupos.

Instruccion 27:

Como dim_indiv estd acotado por p, en la instruccién
27.1, la evaluacién del “y” 16gico inicial tiene un costo O(p).

Dentro de la propia instruccién 27.1, el orden del costo
de la formacién de “gru” es el de 27.1.6, multiplicado por el
numero de veces que se efectda, o sea, se acota por gN veces.

Una vez formado gru, el orden del costo del cierre es el
de 27.1.1 0 27.1.2 (ambos iguales a Ngq).

De los tres parrafos anteriores, se infiere que el orden de
27.1 es O(Nq), y el orden de 27 es O(N?q).

Instruccion 31:

En la instruccién 31, el ntimero de columnas de Grupos
con NaN exclusivamente es (N + 1 —C)q y, como cada co-
lumna tiene N elementos (de acuerdo con la instruccién 22),
la cantidad de posiciones a eliminar se puede acotar por N2q.
Luego, el orden de la instruccién 31 es O(N%q).

Instruccion 32:
Aqui, las covarianzas se calculan entre los C grupos exis-
tentes, por lo que su complejidad es del orden de N>C2¢?, que
3.2
puede acotarse por O (qu ) .

min

Instruccion 35:
Las instrucciones 35.1 y 35.3 son del orden de O(N?¢?).

Analisis de 35.2: Para cada L y cada H, sea T el tiempo
total necesario para ejecutar el ciclo “Para [..”” (for I).Si
denotamos mediante 7; el tiempo de la iteracién /-ésima de
dicho ciclo, tenemos que, debido a 35.2133:

T; < clm% :my=cant_filas_grup(l),

Lemagne Pérez, J.
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o sea, el tamafio del grupo I, y c; es una constante inde-
pendiente de los tamafios, / = 1,--- ,C. (Note que las demds
instrucciones del ciclo for I son O(1)). Entonces,

Si se toma ¢ = max;{c; }, se obtiene que:

C C 2
T<c2m%<c<2m1> = ¢N?.

Como 35.211 y 35.212 son O(1), el tiempo de una itera-
cién de H se puede acotar por d*N?. Considerando ahora los
ciclos for Ly for H,elcostode352esT" < d*qu2
T* = O(N*¢?).

Entonces, 35.1, 35.2 y 35.3 son O(N?g?), por lo que la
instruccién 35 es O(N%g?).

Instruccion 37:
Al igual que las instrucciones 22 y 27, la 37 es O(N?q),
acorde con la cantidad de elementos de M.

Instruccion 38:

Para cada H y cada L, sea T'(J) el tiempo total necesario
para ejecutar el ciclo for I. Si se denota mediante 7;(J)
el tiempo de la iteracién /-ésima de dicho ciclo, se tiene
que, debido a 38.2222: T;(J) < cyymymy, donde ¢y es una
constante independiente de los tamafios, I = 1,--- ,C.

Notar que la otra instruccién del ciclo for I,38.2221 es
O(1)). Entonces,

C C
T(J) = ZT](J) S ZCJ[m[}’l’l].
I=1 I=1

Si se hace ¢; = max;{c,;}, se obtiene:
c
T(]) S cyny Z mj = C]I’ﬂ]N.
=1

Como la instruccién 38.221 es O(1), el tiempo de una
iteracién de J se puede acotar por dymyN y el tiempo que
requiere el ciclo for J completo (instruccién 38.22) es

c
T S Z d]Wl]N.
J=1
Si se toma d* = méx;{d;}, entonces,
c
T<d'NY m;=d'N.
J=1

Luego, el orden de la instruccién 38.22 es O(N?).
Por otra parte, la instruccién 38.21 es del orden de la
cantidad de matrices vacias creadas, o sea,

Lemagne Pérez, J.
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En cuanto a la instruccién 38.23, esta ocasiona el creci-
miento de la columna de bloques en la medida que aumenta L;
cuando alcanza su tamafio maximo, la cantidad de elementos
que se asigna es del orden de O(N%q).

Como consecuencia de los tres parrafos anteriores, la ins-
truccion 38.2 es de orden O(N?q).

Ocasionado por la instruccién 38.3, el nimero de colum-
nas de bloques va creciendo en la medida que aumenta H.
Cuando alcanza su valor maximo, la cantidad de elementos
que se asigna es de orden quz, es decir, el de la matriz V
completa.

A partir de los dos parrafos anteriores se tiene que la
instruccién 38 es de orden O(N%¢?).

Instruccion 39:

Se le asigna explicitamente al pardmetro de salida Matr
la matriz de covarianzas; el orden de la instruccién 39 es,
también, O(N’¢?).

Se ha visto entonces que el orden de la instruccién 32 es
0] (ern‘Zq2> y el de las instrucciones 35, 38 y 39 es O(N?¢?).

min

Puede observarse que, para valores tipicos de N, g ¥y mpn,
la instruccién 32 tiene menor orden que las otras tres; por lo
tanto, estas determinan la complejidad de Est imacov_2,
472

que es O(N?¢?), menor que O (qu
En el caso que el usuario decida que todos los grupos sean

del mismo tamafio, debido a la instruccién 17, Est imacov_2

) en Estimacov [11].

tiene complejidad O (%) , lamisma de Estimacov. Sin
embargo, en general, Est imacov_2 es superior en eficien-
cia, lo que se manifiesta, ademds, por ejemplo, en el proceso
de formacidn de los grupos y en la utilizacién de los recursos
del lenguaje.

También, Est imacov_2 valida la informacion de entra-
da. Para ello se recomienda leer instruccién 3 y el parrafo al
final del listado del algoritmo.

5. Ejemplo

Dadas las usuales dimensiones de V, se considera un ejem-
plo con N pequefio.
Sea Observ:

0  0,6585]
0,2086 0,6172
0,3699 0,4465
0,5929 0,3533
0,6815 0,1732
08835 0
0,1887 0,7490
10,4089 0,7278 |

El coeficiente de correlacion muestral es —0,8847, lo que
indica una alta correlacién entre las dos columnas.

Como no se va a efectuar ningtin ajuste de datos, simple-
mente se tomard Val_var_indep como [1 : 8]7.

Al ejecutar Estimacov_2 con grupos de igual tama-
flo y cant_min=3, obtenemos: Val_var_indep_ord
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= Val_var_indepyObserv_ord =
puesto) y ademds:

>> Matr

0.0629 -0.0456 -0.0348 0.0751
-0.0456 0.0929 0.0336 -0.1117
-0.0348 0.0336 0.0206 -0.0502

0.0751 -0.1117 -0.0502 0.1467
>> tam

4

Esto quiere decir que todos los grupos formados (en este
caso dos) son de tamafio 4. La matriz V se obtuvo implicita-
mente. Explicitamente:

V=Matr® | : .o
R
Al ejecutar nuevamente Est imacov_2 con los mismos
datos, pero ahora sin exigir que los grupos sean de igual
tamafio; cant_min=3 y dim_indiv=1, los pardmetros
Val_var_indep_ord y Observ_ord son los mismos
de la corrida anterior. El valor tam = -1, indica que los gru-
pos formados fueron de distinto tamafio. V = Mat r se obtuvo
explicitamente; debido a su orden, se presentard por bloques,
de acuerdo con (1) para g = 2. El lector puede verificar la es-
tructura descrita para un bloque genérico V7 g, con dos grupos
de tamaiios 3 y 5, en correspondencia también con (2).

>> Matr(1:8,1:8)
0344 0.0344
0344 0.0344
0344 0.0344
0264 0.0264
0264 0.0264
0264 0.0264
0264 0.0264
0264 0.0264

0344
0344
0344
0264
0264
0264
0264
0264

0264
0264
0264
0702
0702
0702
0702
0702

0264
0264
0264
0702
0702
0702
0702
0702

0264
0264
0264
0702
0702
0702
0702
0702

.0264
.0264
.0264
.0702
.0702
L0702
L0702
.0702

0264
0264
0264
0702
0702
0702
0702
0702

ceoeoeoe
coccoooo
seoeoeoe
ceoeoeoe
seoeoeooe
ceoeoeoe
coccoooo
seoeoeoe

>> Matr(1:8,9:16)

-0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0327
-0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0327
-0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0327
-0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844

>> Matr(9:16,1:8)

-0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0166
-0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0166
-0.0191 -0.0191 -0.0191 -0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0166 -0.0166
-0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844
-0.0327 -0.0327 -0.0327 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844 -0.0844

>> Matr(9:16,9:16)

0.0126 0.0126 0.0126 0.0186 0.0186 0.0186 0.0186 0.0186
0.0126 0.0126 0.0126 0.0186 0.0186 0.0186 0.0186 0.0186
0.0126 0.0126 0.0126 0.0186 0.0186 0.0186 0.0186 0.0186
0.0186 0.0186 0.0186 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107
0.0186 0.0186 0.0186 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107
0.0186 0.0186 0.0186 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107
0.0186 0.0186 0.0186 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107
0.0186 0.0186 0.0186 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107 0.1107
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Observ (por su-

Comentarios finales

En esta comunicacién se han descrito las caracteristicas
del subprograma Est imacov_2, para estimar la matriz de
covarianzas correspondiente con una matriz de observaciones
vectorizada, el cual brinda diferentes opciones al usuario.

Con relacién a su predecesor, Est imacov, cuya comple-

jidad algoritmica es:
0 <N4q2 )
m2 . ’
min

constituye una mejora, pues la de este nuevo subprograma es
O(N?¢?*). Ademis, su mayor eficiencia se debe en parte a una
mejor utilizacion de los recursos de MATLAB.

Por otra parte, se realiza una validacion de la informacién
de entrada, lo que contribuye a la robustez de este software.

El ejemplo final ilustra la idea central del algoritmo de
formar grupos y asignar colectivamente covarianzas dentro de
los mismos.

En un futuro trabajo se aplicard Est imacov_2, pero
dentro del campo de los minimos cuadrados generalizados.

Suplementos

Este articulo no contiene informacién suplementaria.
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