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1.

RESUMEN

En este trabajo se deriva la politica 6ptima de inventario correspondiente a un modelo estocastico de
unidades discretas en revision continua y plazo de aprovisionamiento nulo, en el que la llegada de los
clientes se produce de acuerdo a un proceso de Poisson. Se considera, asimismo, que la acumulacién
de los articulos en stock afecta sensiblemente la fluidez en el servicio de entrega de estos a los
clientes, lo que conlleva a la formacién de una cola en los pedidos de demanda. Como consecuencia
de ello, a las habilidades componentes del costo que se incorporan a Ia funcién objetivo, se afiade otra
denominada costo de espera en la demanda. :
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ABSTRACT

This paper describes the optimal policy corresponding to a continuous review stochastic inventory
system wich units are withdrawn one at a time. Poisson demand and zero lead time are considered. The
accumulation of items in stock affects the fluidity in the delivery service, in such way that a customer
queue is formed. As a result of it a demand waiting cost component is added to the objective function.
Key words: inventory/production, stochastic models, queues.
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INTRODUCCION

La politica 6ptima de inventario que se va a obtener corresponde a un modelo derivado del propuesto por

Sivazlian (1974) para distribucién arbitraria de los tiempos- entre llegadas de clientes y demanda unitaria.
A las hip6tesis habituales se afiade la consideracion de que la acumulacién de articulos en stock afecta
ia fluidez en el servicio de entrega de éstos a los clientes, formandose una cola en las 6rdenes de
demanda. Este supuesto lleva asociada una componente adicional del costo denominada costo por espera
en la demanda, que es la penalizacion en que se incurre por la espera de los clientes desde su llegada al
sistema hasta que terminan de ser servidos. Las hip6tesis (H1) bajo las que opera el modelo son:

Modelo estocastico de unidades discretas con demanda unitaria.

Politica de reposicion de inventario en revisién continua del tipo (s,Q): cuando la posicién de inventario
alcanza el nivel s se efecta un pedido de tamario constante Q.

Plazo de aprovisionamiento nulo.

Componentes del costo:

a) Costo de aprovisionamiento, formado por una componente fija y otra variable, funcién de Q: K+cQ.
b) Costo de mantenimiento de inventario, h, por unidad de tiempoy articulo.

c) Costo por espera en la demanda, C, por unidad de tiempo y cliente.

Llegada de clientes de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro A.

Canal tnico de entrega de articulos a la demanda, siendo los tiempos de entrega (servicio) de los
articulos a los clientes variables aleatorias independientes con distribucién exponencial comin de
parametro . Se supone que existe una relacion lineal creciente entre el tiempo medio de servicio y el
tamafio del pedido de aprovisionamiento, relacion que refleja la dificultad en la entrega debida a la
acumulacién de existencias en el stock:
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M=0+pQ uz08>0 (1)

* La tasa media de servicio p excede a la tasa media de llegadas A, de modo que el modelo alcanza
desp_ués de un perfodo transitorio la condicién de estado estable:

p=Au<1 2)

Como consecuencia de las caracteristicas descritas sobre el tipo de llegadas y de servicio, se forma una
cola en la demanda del tipo M/M/1.

« Se selecciona la funcién objetivo como el costo total promedic por unidad de tiempo.
2. DISTRIBUCION EN ESTADO ESTACIONARIO DEL NUMERO DE UNIDADES EN STOCK

Segun establece Burke (1956), la salida de una cola M/M/1 en estado estacionario se produce de
acuerdo a un proceso de Poisson con el mismo parametro de entrada . De este modo, los intervalos entre
sucesivas salidas de dos clientes consecutivos forman una sucesién de variables aleatorias {X}
independientes e idénticamente distribuidas con funcién de distribucion comun exponencial de parametro A.

Considerando que el nivel de inventario disminuye en una unidad cada vez que un cliente lo abandona,
los instantes de salida son los instantes en los que los articulos abandonan el stock en el modelo de

Sivazlian. Por tanto, al igual que en ese modelo, la probabilidad en estado estacionario P, de que el nivel
de inventario sea n es

Pn =1/Q, n =s+1,542,... s+Q; (3)
es decir, la distribucion uniforme discreta en el conjunto {s+1,5+2,..s+Q}.
3. FUNCION OBJETIVO 4

Como el numero de clientes que abandonan el sistema por unidad de tiempo es A y cada uno de ellos
retira un articulo, el tiempo esperado E[Y] entre dos pedidos de aprovisionamiento consecutivos sera

E[Y]= Qi (4)

El nivel de stock esperado en cualquier instante de tiempo es
Q o
EIN]=> (s +n)Pa (5)
n=1

Lievando el valor de P, a la anterior expresion se tiene

E[N]=Z(s+n)%=-é--(if—1)—*;§+—mo=s+(m1)/2 (©)

n=1

Por otro lado, véase Saaty (1983), el tiempo medio de espera para cada cliente en un sistema M/M/, no
estando acotados ni ei tamafio de la poblacion ni el nimero maximo de clientes permitidos en la cola, es

)
w(1-p)

Entre dos pedidos de aprovisionamiento consecutivos se entregan Q articuios a otros tantos clientes;
por tanto, el costo total esperado por espera en el servicio a ia demanda es

@)

1 CcQ

S Sl h 55
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El costo total esperado por unidad de tiempo, expresado como funcién desy Q es

= ; £a 1
F(s,Q) = (K +cQ)/E[Y]+h E[N]+“_k V] (9)

De (4) y (6) se tiene
F(s,Q)=KA/Q+c}»+h[s+Q+1]+ﬂ“— (10)
2 p=A
Por dltimo, usando la relacién (1),
F(s,Q):Kx/Q+cx+h[s+Q2+1]+ 107‘ (11)
-\
a+pQ

donde s es un entero no negativo y Q un entero positivo.

4. REGLAS DE DECISION OPTIMAS
Lema 1: Sea f(x) una funcién estrictamente convexa en el intervalo (a,b) c R y tal que

i, f(x) = i f(x) = (12)

x—a*
entonces, existe un Unico X e (a,b) en el que la funcién alcanza un minimo global.

Demostracién. De (12) se sigue que existiran puntos a la derecha de a en los que f(x) es decreciente y
puntos a la izquierda de b en los que es creciente. Al ser f(x) estrictamente convexa en un intervalo abierto,
y por tanto continua, existira un Unico x* en el que Ia funcién pasa de decreciente a creciente. Por Gitimo,
toda funcién convexa definida sobre un conjunto convexo que posee un minimo local es también minimo
global. = ‘

Lema 2: Sea f(x) una funcion estrictamente convexa en el intervalo abierto | ¢ % y sea x* | un punto en el

que alcanza un Unico minimo global. Entonces, la restriccion de f(x) a | N, f(n), tiene un minimo global en
p, en g, o0 en ambos puntos a la vez, siendo

p = Parte entera {x'}
q = Parte entera {x} + 1

Demostracion. Como f(x) es estrictamente convexa y tiene un unico minimo global en el punto X sera
decreciente a la izquierda de este punto, por lo que f(p) < f(x;), x; entero, x; € |, X; < p. Ademas, sera creciente
a la derecha de x y f(q) < f(x;), x; entero, x; €l, x; > q. Entonces, si f(p) < f(q) sera f(p) < f(x;) para todo
X; entero, x; € |, lo que significa que f(n), n € | n N, tiene un minimo global en p. Razonando de modo
analogo, si f(p) > f(q) la funcién f(n), n € | N N, tiene un minimo global en q. Si f(p) = f(q) el minimo global de
f(n)sealcanzaenpyenqg. =

Proposicion 1: La politica éptimé de inventario para un modelo que opera bajo las hipétesis (H1) es 5 =
0; Q que verifica:

K e CB =
Q*@*+1) [f-rMa+pa*)fi-ro+p@*+1))] " 20
(13)
- K 21 CB
“Q*(@*-1) [1-Ma+pa [t Mo +p@* 1)
-con la condicion: 1- a > 0. (14)

102




Demostracién: La funcién (11) es separable en las variables s Y Q F(s,Q) = Fy(s) + F2{Q), siendo
Fi(s) = cA + h(s+1/2), cuyo valor 6ptimo es s* = 0, y siendo

Kk R Cx
|=2(Q)_—Q—+-2—+-—-——_1 s | (15)
o +pQ
Considérese la funcién real de variable real
KA  hx CA
Baf) s e g . T
2(X) Tty . (16)
o+ Bx

definida en el intervalo (0,b) c %, siendo b = (1-ad)/(BA), que es un valor real positivo siempre que se
cumpla (14). Esta funcién es estrictamente convexa en (0,b) y verifica

fim Fy(x) = lim Fy(x) = o
x-»0" x—b~

por lo que, de acuerdo al lema 1, F2(x) posee un minimo global en (0,b). Ademas, por el lema 2, Ia restriccién
de Fy(x) a (0,b) N N, que es F5(Q), alcanza un minimo global para uno o dos valores Q* (0,b) que verifican

F2(Q*) - F(Q*1) <0, F5(Q%) - Fy(Q*+1)<0 (17)

De la primera condicién (17) se tiene:

KA hQ* CA _2Kh hQ*-1) = CA
i U B e it s (18)
oa+pQ* o+pB(Q*-1)
0 sea
K - ok 3 41 19
Q*(Q*-1) [-Ma+pQ9)]fi-rMa+B@*-1)] " 22 (19)
Analogamente, de la segunda condicién (17),
K CB h (20)

= g
Q*(@Q*+1) [-Moa+BQ)[I-Ma+B@*+1)]~ 21
Reuniendo las expresiones (19) y (20) se obtiene (13). =

Por ultimo, es importante sefialar que como Q* (0,b), Q* < b, 0 sea Q* < (1-aA)/(BA). Elio implica que
a+ BQ* < 1/ alcanzandose, en consecuencia, el estado estacionario correspondiente a Ia hipotesis (2).

Ejemplo: Sean K=5000; . =0,1;h=5: a =0 B =0,2; C = 20. Lievando estos valores a la expresion (13)
se deduce la politica 6ptima de reposicién de inventario: s* = 0; Q* = 12. Para el modelo de Sivazlian
(sin costo por espera en la demanda) se obtiene: s* = 0, Q*=20.
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